M Forces centrales.

PCSI, 2025 — 2026

ATTENTION T Ce qut suit n'est absolument pas au
programme. C'est juste un petit extra pour celles et
ceux qui voulaient savoir comment on retrouve la
troisteme de Kepler dans le cas elliptique.

| Compléments

1. Formules de BINET

De facon a simplifier les calculs qui suivent, nous allons donner l'expression de la vitesse et de l'accélé-
ration de M en fonction de C et de u =

r

En coordonnées polaires, V= ié, + r0éy, or C = r’0 s 0= Cu? et on peut écrire

: dr drdo di 1 du du
0=rCu’=C t f= = = 4 Cy’ = ———Cu* = —C— dot
e RS T T gedt T de " T 2de a6
> du 2 2 2 2, duy -
V= —C%er + Cuéyp= vi=C|u" + (%) . Formule de BINET pour la vitesse.
De méme, pour l'accélération
dv  dvdo d du d*u du du
f=—=-—-—=Ct’—|—C—=8+Cuéy| = Cu’| —C—=8—C——8y+C——85—Cué,| dol
TG T dodr dQl a0 " “69} v l gg? T Fgee T bggte T tue ] don
. 5 5[ du . AT
da=—Cu 10 +ulé; : Formule de BINET pour l'accélération.

On retrouve une accélération centrale puisque la force est centrale.

2. Equation de la trajectoire

Par application du PFD sur la particule dans R, galiléen :

s
—

_‘) 2 = 2
mm—/—_ &= md= rze,— ku“é,

en posant u =, or d'aprés la formule de BINET & = —Czuz[% + ulé; et

r’

d? d? k
—mCzuz[d—QL;+u]=—ku2=>d—el§+1 XU:+W stu#+0 < r# oo, dol



O
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k
u=m—C2—l—Acos

et en choisissant ensuite 'axe d'origine des angles 6 de telle sorte que ¢ = 0, on obtient: v = -

puis finalement,

p

= —mmM/M—
1+ecosH

Remarques :

1+ ecos(6 + ¢)

2

mC
en posant p = — et e = pA.

1 _ l1tecosO
p

: équation paramétrique d'une conique de parametre p et d'excentricité e.

e on peut retrouver ce résultat par conservation de 'énergie mécanique ou d'autres méthodes.

e en prenant une autre origine pour 8, on obtient r =

3. Forme de la trajectoire

Selon la valeur de e, on obtient des courbes d'allure différentes :
e si e =0, on a un cercle de rayon p,

e si e < 1, la courbe C est une ellipse
de demti grand axe OA = OA" = q,
de demi petit axe OB = OB’ = b.

Surface de lellipse S = mab.

e si e =1, la courbe C est une para-

bole, - - -

e si e > 1, la courbe C est une hyper-

bole, - - -

4. Relation entre l'excentricité et l'énergie

1

T

en posant u =

du
2 _ 2|2 2
V_C[U+(d6)] avec U

1

e
V= CZ[? + ?cos

mais p=-—
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on a alors, d'apres la formule de BINET,

_1+ec059_1

~ J6
e 5 e’ 5

0 + — cos” 0 + — sin 9] = E, =
p p

=>mC*=kp= E, =

(e —1) < e

du

e . LAY
=——sinf dou

ke

k
(14 2ecosO+e’) — = — — cos O
pop

1k
p(1 +2ecos B+ e’ —2—2ecosB) et enfin,
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On retrouve :

e si k <0 :cas répulsif p = ”’TCZ< Oet £,y > 0dol E, > £, > 0soit e >1: hyperboles.

e si k > 0 : cas attractif p = ”’/fz >0 et

* st £, <0,0< e <1 cequicorrespond a une ellipse : état lié

* st £, =0, e=1 ce qui correspond a une parabole : état de diffusion et
* st E, >0, e > 1 ce qui correspond a une hyperbole : état de diffusion.

Energie: £, = %(e2 — 1) et a = 25 donc
O k ) . . .
E, = 5, . £, en fonction de a, relation utile a retenir.
a

5. Troisieme loi de Kepler

De la deuxieme loi de Kepler, on tire :

_ 2mab B 4120’ b?

T c = T° o or b> = pa
4%a’p mC?
2 :
= [ = 2 etonavattpzT
B 4m’a’m T? 4’ m 41

= T’ avec k = Gmms d'ou = =

k a3 Gmms  Gms

C'est une constante indépendante de la planéte P considérée, on retrouve ainsi la

[ [ Troisieme loi de Kepler : le rapport 2—32 est le méme pour toutes les planétes du systeme solaire. ]]
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