Corrigé du DS 8 sujet 1

Exercice 1 : ccinp 2014 M1 exo 2

a et b étant deux fonctions continues sur R, on note ’équation différentielle

(B): 2%y +a(z)y +b(z)y = 0.

On note ST 'espace vectoriel des solutions de (E) sur l'intervalle I =]0,+oo[ et S~
Pespace vectoriel des solutions de (F) sur l'intervalle J =] — o0, 0].

L’objectif de cet exercice est d’étudier la dimension de I’espace vectoriel S des fonctions
y de classe C? sur R vérifiant (E) sur R tout entier.

Q1. Pour tout z € ]0;+o0] :

xQﬁUN(x) + a(x)y'(x) +bz)y=0< y”(m) + ?y (r) + —* =0,

or T — “fci) et x — bg(;) sont continues sur ]0;+oc[, donc d’apres le théoreme de

Cauchy,

’ ST est un espace vectoriel de dimension 2. ‘

Et de méme :

‘ S~ est un espace vectoriel de dimension 2. ‘

Q2. On note ¢ lapplication linéaire de S vers St x S~ définie par p(f) = (f1, fs)
ou fr désigne la restriction de la fonction f a 'intervalle I et f; désigne la restriction
de la fonction f a U'intervalle J.

Soit f € Ker¢. Donc fr et fy sont nulles, donc f est nulle sur R*. De plus f € S donc
f est continue sur R et f(0) = lim,_,o+ f(z) = 0. Donc f est nulle.

On a montré que Ker ¢ C {0}, or 0 € Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de S, donc :

Ainsi ¢ est une application linéaire injective de S dans S* x S™, donc dim S <
dim(S* x §7) =dim ST + dim S~. D’ou :

Q3. Dans cette question, on considére a(z) = z et b(x) = 0, d’ott

(E): 2% +ay =0.

Soit f € C%(]0; +o0|),
Vo €10;+oof, 2% f"(x) + 2 f'(x) = 0

& Y €05 +ool, () () + - /() = 0

Donc :
f est solution de (E) sur |0; +oo|
< ' est solution de ' + éy =0 sur ]0; +oof
& HAER|f’:x»—>%
< INpeR|frx—Alnz+pu
Donc :

ST = Vect(In, 1) et de méme S~ = Vect(z — In(—x), 1). ‘

Soit f € 9, donc fr € ST et f; € S~ donc il existe ki, ko, k3, ks € R tels que pour
tout x € R* :

1 .
flz) = k1 + k2 In(x) s%m>0
ks +ksln|z] siz<O

et par continuité de f en 0, on en déduit que ks = k4 = 0 et k1 = k3, puis f(0) = k; par
continuité. Donc S C Vect(1) et réciproquement toute fonction constante est solution
de F sur R. Donc

‘ S = Vect(1) et dim S = 1. ‘

Q4. Dans cette question (E) : 2%y” — 6zy’ + 12y = 0.

Soit a € Ret f: a2 € C*(]0;+00]). Donc pour tout = € ]0;400],
2 f"(x) — 6af' () +12f(x)
= (a? — Ta +12)2?
= (a—3)(a — 4)2?

= (a(a —1) — 6a +12)z?

Donc : f3 : @ — 2% et fy : @ — 2% sont des solutions de (E) sur ]0;+oo[. Donc

Vect(fs, f4) € ST, de plus le wronskien de (f3, f4) en 1 est det((1, 3), (1,4)) # 0 donc
(f3, f4) est une base de S*. Donc :

St = Vect(z — 23,2 — z%).
| |

On remarque que f3 et f; sont également solutions de (F) sur |—oo;0[ et
W(f37f4)(71) # 0, donc

S~ = Vect(z + 23,2+ z%).
| |
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Soit f € S, donc f; et f; sont solutions de (F) sur I et J respectivement, donc il
existe k1, ks, ks, k4 tels que pour tout x € R* :

{

Et par continuité de f en 0, f(0) = 0. Donc : S C Vect(g1, g2, g3,94) avec g1 =

IL[O;Jroo[f3792 = Il[O;+oo[f4793 = IL]700;0].]E3ag4 = IL]700;0].]64-

Réciproquement, la fonction g¢; est de classe C? sur R* par théorémes opéra-

toires et lim,_,o- g1(z) = lim, o+ g1(x) 91(0) donc g1 est continue en 0 et

Vo € ]0;+ocf,g1(x) = 322 — 0, Vz € ]—00;0[,¢1(z) = 0 — 0, Vz €
0

siz>0
siz<0

]{7133‘3 + k2$4
k‘3$3 + k’4$4

f(x)

10;+00[, g7 (z) = 6x — 0, Vo € ]—00;0[,g;(z) = 0 ——— 0. Donc d’apres le
T— r—0~

théoréme de la limite de la dérivée, g; est de classe C? sur R. De plus g; est solution
de (E) sur I et sur J et en O :

0%g7 (0) — 647 (0) + 1291 (0) = 0.

Donc ¢; est solution de (E) sur R. De méme gs, g3, g4 sont solutions de (F) sur R.
Donc :

‘ S = Vect(g1, 92, 93, 94)- ‘

Montrons que (g1, g2, g3, g4) est libre. Soit k1, ko, k3, k4 € R tels que :
k191 + kaga + k3gs + kags = 0

par évaluation en 1 et 2 : ki + ko = 0 et 23k; + 2%, = 0 donc k| = ks = 0 et de méme
par évaluation en (—1) et (—2) : k3 = k4 = 0. Donc (g1, g2, g3, g4) est une base de S.
Donc :

Q5. Donner un exemple d’équation différentielle du type (E)
0 tel que dim S = 0 (on détaillera).

Brouillon :

2,11

c 2%y +a(x)y +b(z)y =

On cherche une équation dont les solutions sur I et J seront = > % et x — x% En

reprenant 1'idée de la question précédente, on cherche une équation de la forme
22y 4+ azxy’ +by =0
On aura alors pour f: x+— 2%, Vo € ]0;+00] :

22" (x) + axf'(z) + bf(x) = (a® + (a — 1)a + b)z®

on veut la parentheése nulle pour a = —1 et pour @ = —2 or (X +1)(X+2) = X2+3z+2
on choisit donc b =2 et a = 4.

fin du brouillon.
On consideére ’équation :

(E) : 2%y" + day’ + 2y = 0.

Soit f € S, alors f est solution de (E) sur I et sur J. Or, z — 1 et x — 25 sont des
solutions de (F) sur I et forment une famille libre, donc une base de St et de méme

pour S™. Donc il existe kq, ko, k3, k4 € R tels que pour tout z € R* :

ko

) = %+p siz>0
ks p by siz <0
Supposons par 'absurde ko # 0, donc f(z) ~ ’;—% — 400 or f est continue en
z—0 z—0
0, d’ou la contradiction. Donc ks = 0.
Supposons par 'absurde k; # 0, donc f(z) ~ b o, 400 or f est continue en
z—0+t T -0t

0, d’out la contradiction. Donc k1 = 0.
De méme k3 = kg = 0, donc f est nulle sur R* et donc f est nulle par continuité.
Donc :

Pour (E) : 2%y” + 4zy’ + 2y = 0, dim S = 0.

Lycée Victor Hugo, Besangon 2025/2026

Corrigé du DS 8 sujet 1 2 / 3



Exercice 2 : ccinp 2016 M1 exo 1
On considere I'équation différentielle (E) : 2%y” + (2% — x)y’ + 2y = 0.

Q6. Soit f une solution de (E) développable en série entiére sur |—r ;7| tel que pour

+oo
tout = € |—r;r[, f(z) = > a,z™. Donc pour tout = € |—r;r| :
n=0

0=a?f"(z) + (z* —2) f'(z) + 2f(x)

—+oo +oo —+oo
= Z n(n — Dayz™ + Z(nanm”+1 —napz™) + Z 2apz"
n=2 n=1 n=0

—+oo —+o0
= Z(n(n - 1) —n+2)a,z" + Z(n —1Dap_12"
n=0 n=1
—+o0
= 2ag + Z((n2 —2n+2)a, + (n — Day—1)z".
n=1

Donc, par unicité du développement en série entiere :

CLQZO
vn>=1,(n?-2n+2)a, +(n—1)a,_1 =0

Donc: (Vn>1,(n? —2n+2)=(n—1)2+1>0)

n—1
n2—2n+2

apg = 0
Vn > l,a" = =5 5a, 1 =0

et par récurrence immédiate, Vn € N, a,, = 0. Donc f est nulle sur [—r;7].

On a montré que si f est une solution de (E) développable en série entiere sur |—r; 7|,
alors f est nulle.

Donc :

Il n’existe pas de solution non nulle de ’équation (E) développable en
série entiére sur un intervalle |—r;r[ (r > 0) de R.

Exercice 3 : ccinp 2017 M1 exo 1

On définit deux fonctions :
o la fonction f de R? dans R par f(x,y) = sin (x2 — y2),
o la fonction g de R? dans R? par g(z,y) = (z +y,7 — y).

Q7. La fonction (x,y) — 2% — y? est polynomiale donc de classe C* de R? dans R et
sin est de classe C! sur R. Donc f est de classe C! sur R? donc différentiable sur R? et
pour tout (x,y) € R? :

Jf(z,y) = (2z cos(a? —y?) —2ycos(z? —y?))

Les fonctions coordonnées de g sont linéaires donc de classe C! sur R, donc g est de
classe C! donc différentiable sur R? et pour tout (z,y) € R? :

e (1 1)

Q8. a) Pour tout (z,y) € R?,

fog(z,y) =sin((z+y)* — (x —y)*)
sin(4xy)

donc, pour tout (x,y) € R? :

dfog
ox

(x,y) = 4y cos(4xy) et 8{?; J

(x,y) = 4z cos(4zy)
Donc : V(z,y) € R?,V(u,v) € R? :
d(f o g)(z,y) - (u,v) = 4y cos(dzy)u + 4z cos(4dxy)v.
b) Pour tout (z,y) € R?,
J(fog)(x,y) = Jf(g(x,y)) x Jg(z,y)
1 1
= (2(z +y) cos(4wy) 2(x — y) cos(4ay)) x (1 _1)
= (4a cos(4xy) 4y cos(4zy))

Donc : V(x,y) € R% V(u,v) € R? :

Af o)) - (10) = I o)) < (1)
= 4y cos(4dxy)u + 4x cos(dzy)v.
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