Devoir Surveillé n° 8 sujet 2.
le 27 mars.

Exercice 1

a et b étant deux fonctions continues sur R, on note ’équation différentielle

(E): 2%+ a(z)y +b(z)y = 0.

On note ST espace vectoriel des solutions de (E) sur U'intervalle I = ]0;+o0o[ et S~ 'espace
vectoriel des solutions de (E) sur I'intervalle J =] — oo, 0].

L’objectif de cet exercice est d’étudier la dimension de I’espace vectoriel S des fonctions y de
classe C? sur R vérifiant (E) sur R tout entier.

Q1. Donner la dimension des espaces vectoriels ST et S™.
Q2. On note ¢ lapplication linéaire de S vers ST x S~ définie par o(f) = (f1, f;) ou fr

désigne la restriction de la fonction f a U'intervalle I et f; désigne la restriction de la fonction
f a lintervalle J.

Donner le noyau de I'application ¢ et en déduire que dim S < 4.

Q3. Dans cette question, on considere a(z) = x et b(x) = 0, d’on

(B): 2%y +ay =0.

Déterminer ST et S—.

Déterminer ensuite S et donner sans détails la dimension de S.

Q4. Dans cette question (E) : 2%y" — 6xy’ + 12y = 0.
Déterminer deux solutions sur I de cette équation de la forme  — x® (a réel).
En déduire S* puis S—.

Déterminer S et donner la dimension de S.

Q5. Donner un exemple d’équation différentielle du type (F) : 2%y” + a(x)y’ + b(z)y = 0 tel
que dim S = 0 (on détaillera).
On pourra, par exemple, s’inspirer de la question précédente.

Exercice 2

On consideére I'équation différentielle (E) : 2%y + (2* — z)y + 2y = 0.

Q6. Existe-t-il des solutions non nulles de I’équation (F) développables en série entiere sur un
intervalle |—r;r[ (r>0)de R?



Théoréme de stabilité de Liapounov

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul. On note (.|.) le produit scalaire usuel
de K", K pouvant étre R ou C, et |.| la norme euclidienne associée.
Si u et v sont deux applications linéaires pour lesquelles la notation u o v a un sens, alors on note
uv application u o v. De plus, si v est un endomorphisme d’un espace vectoriel F et k est un entier
naturel non nul, u* désigne I’application uo- - -ou, ol u apparait k fois dans I’écriture. Par convention
ud = idp.

On s’intéresse au systéme différentiel suivant :

{ y = ey

y(0) = =

avec zg € R™ et  est une application de classe C! de R™ & valeurs dans R", telle que ¢(0) = 0. Cela
entraine que si xg = 0, alors la solution de ce systéme est la fonction nulle, et donc 0 est un point
d’équilibre. Notons dy(0) 'application différentielle de ¢ en 0. L’objectif de ce probléme est d’établir
une condition suffisante sur le spectre de dy(0) pour assurer la stabilité de 1’équilibre en ce point, et

d’obtenir des informations quant & la dynamique des solutions au voisinage de ce point d’équilibre.
Plus précisément, on établit le résultat suivant :

Théoréme de Liapounov :
Soit le systéme différentiel suivant :

avec Tgp € R" et ¢ est une application de classe C! de R™ & valeurs dans R™, telle que ¢(0) = 0 et
telle que toutes les valeurs propres complexes de dp(0) aient une partie réelle strictement négative.
Alors il existe trois constantes &, C et § strictement positives telles que :

Vao € B(0,a), Vte Ry, |fu(t)] < Ce g,

ou fz, est 'unique solution du systéme différentiel et B(0, &) désigne la boule ouverte, pour la norme
.|, de centre 0 et de rayon .

Dans une premiére partie, on étudie une norme sur les endomorphismes des sous-espaces vecto-
riels de K™. Dans la seconde partie, on établit des résultats sur le systéme différentiel linéaire, en se
servant des résultats de la partie A. Enfin, la troisiéme partie est consacrée & la démonstration du
théoréme de Liapounov. Cette derniére partie est trés largement indépendante des deux premiéres,
a 'exception du résultat obtenu a la fin de la partie B.

A.. Etude d'une norme sur L(F)

Soit E un sous-espace vectoriel de K™. Soit u un endomorphisme de E.

1 = Aprés avoir justifié 'existence des bornes supérieures, montrer que :

u\x
O _ o @)
xeF H-TH xeF
x#0 [x]=1



2 = On note ||ul| = supHu(x)H

zel ||
x#0

. Montrer que ||.|| est une norme sur £(E).

3 = Montrer qu’il s’agit d’une norme sous-multiplicative, c’est-a-dire que :
¥(u,v) € L(B)?, Jluvl| < Jlull-llv]l,

I,

et en déduire une majoration de [|u”||, pour tout entier naturel k, en fonction de [|ul| et de

Pentier k.

B.. Etude de la stabilité en 0 du systeme linéaire

Dans cette partie, a désigne un endomorphisme de C™.

4 > Montrer qu’il existe un entier naturel non nul r, des nombres complexes distincts A1, Ao, ...,

Ar, ainsi que des entiers naturels non nuls mq, mao, ..., m,, tels que :
T
c" = @ Eiv
i=1

ou pour i € [1;7], E; = Ker(a — A\jidgn)™.

D’apres la question précédente, si x est un élément de C™, il existe un unique r-uplet (z1,...,x,) €
T
Ei x---x E, tel que xz = Z x;. Fixons a présent 7 € [1;7]. On définit alors les endomorphismes :
i=1
cC* - F; E, - C?
pi et gq;:

Par ailleurs, on note ||.||; la norme sur £(F;) introduite & la partie A, a savoir

u(x
Vue L(E;), ||u]l; = sup [ )H
o ]
x#0

On utilisera la notation |[|.||. pour £(C"™). Enfin, on notera a; I’endomorphisme p;ag;.

5 = Montrer que, pour tout i € [1;7], il existe une constante C; > 0 telle que :

Yue L(E;), ||gupille < Cillulls

6 = Montrer que, pour i € [1;7], E; est stable par a.



T
7 = Soient (i,7) € [1;7]?. Exprimer p;q; puis Z q;pi en fonction des endomorphimes idcn et idg; .
i=1

-
8 = Montrer que : a = 2 qia;D;.
i=1

9 > En déduire que :

T
VteR, %= Z gie'%ip;.
i=1

10 > Montrer par ailleurs que :

Sl
Vie[L;r], VteR, [le"; <[] )
k=0

PALN

11 = En déduire l'existence d’un polynéome P & coefficients réels tel que :

VteR, |l < P(t]) )] e,
1=1

ou Re(z) désigne la partie réelle d’un nombre complexe z.

12 > Pour toute matrice A € .#,(R), on notera u, l’endomorphisme canoniquement associé a A
dans R" et v, I'’endomorphisme de C" canoniquement associé a A, vue comme une matrice de
Mp(C) . On conservera la notation ||.[|. pour la norme introduite a la partie A sur £(C") et
on utilisera [|.[|, sur £(R™). Montrer qu'il existe C' > 0 telle que :

VAe My(R), VEeR, [le"al, < Cfle"a ..

Dans la suite de cette partie, on considére u un endomorphisme de R", et A € .#,(R) sa matrice
dans la base canonique. On notera par ailleurs, Sp(A) le spectre complexe de A. Notons g, 1'unique
solution de classe C' sur R, de :

13 = Montrer que :

Vg e R, tligloo lgzo ()| =0 <= Sp(A) < R* +iR.

14 = On se place dans cette question dans le cas ol toutes les valeurs propres de A ont une partie
réelle strictement négative. Montrer alors qu’il existe deux constantes Cy et «a strictement

positives telles que :
Vte Ry, [l < Coe™,

et en déduire une majoration de ||gx,(t)| pour ¢t € Ry.



C.. Démonstration du théoréme de Liapounov

On considére dans cette partie une application ¢ de R™ dans R" de classe C! telle que ¢(0) = 0,
et en notant a = dp(0), telle que toutes les valeurs propres de a aient une partie réelle strictement
négative.

Soit xp € R™. On s’intéresse au systéme différentiel suivant :

{ v = ey)
y(0) = w0

On admettra l'existence d’une solution de ce systéme définie sur R4, que I'on notera f,.

15 = Montrer que la fonction
R"xR" — R
+00
@)~ | (@)
0

est bien définie et qu’elle définit un produit scalaire sur R™.

On notera ¢ la forme quadratique associée a b, c’est-a-dire que pour tout z € R", q(x) = b(zx, x).

16 = Démontrer alors que :

Ve e R", dq(z)(a(z)) = 2b(z, a(x)) = —[z|*.

Pour toute fonction y définie sur R, on associe la fonction &(y) définie par :
R, —- R”
e(y) :
WA o) - alw)
17 = Vérifier ’égalité

Ve € Ry q(fug) (8) = [ fag (017 + 2b(fauq (1), €(fi (1))

18 = Prouver 'existence de deux nombres réels « et [ strictement positifs tels que, pour tout ¢t € R4,
on ait :

0(foo () S @ = = fauo (O] + 26(fug (£), (f2o) (1) < =Ba(fuo (1))-

On fixe un tel couple («, 3) pour la suite de ce probléme.

19 = Montrer alors que :

q(zg) <a = Vt=0, q(fz,)(t) < e_ﬁtq(xo).



20 > En déduire l'existence de trois constantes &, C et (8 strictement positives telles que :
~ _B
Vzo € B(0,a), Vte Ry, [fu(t)] < Cem 2o,

ou B(0, &) désigne la boule ouverte, pour la norme |||, de centre 0 et de rayon a.

FIN DU PROBLEME



