Chapitre 27

Matrices et applications linéaires

Dans tout ce chapitre, on fixe un corps commutatif K (en général R ou C). Tous les espaces
vectoriels seront des K-espaces vectoriels. On fixe également trois K-espaces vectoriels F/, F' et G de
dimension respective p € N*, n € N* et ¢ € N*, et

BE:(Gh...,Gp), BF:(fl,...7fn), BG:(gl,...,gq)
des bases de E, F et G.

On rappelle également que M,, ,(K) est un K-espace vectoriel de dimension np. En effet, les np
matrices élémentaires (Efjp )1<- forment une base de M,,,(K).

N

1<j<p

Enfin, on rappelle que la base canonique de K™ est la base ((1, 0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0, 1))
et que celle de K,[X] est (1,X, o ,X”).

1 Matrice d’une application linéaire

1.1 Matrices de composantes

Définition 1.1 (Matrice des composantes)

Soit z = inei € FE. La matrice des composantes de x dans la base B est la matrice colonne
i=1
T
. On la note Matg, ().

Tp

Remarques.

1. La matrice des composantes d'un vecteur dépend bien entendu de la base que I'on considére.
2. Matg,(z) € M, 1(K).

Exemples.
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1. Dans la base
((1,2,3),(1,0,1),(0,0,1))
de R3, le vecteur
(—3,4, 2)

a pour matrice de composantes

car
(—=3,4,2) = 2(1,2,3) — 5(1,0,1) + (0,0, 1).

Dans la base

((2,-1,0),(2,1,2),(1,1,0)),

cette matrice est
—8/3

1

1/3
car 8 )
(—3,4,2) = —5(2, -1,0)+(2,1,2) + g(l, 1,0).

Dans la base canonique
((1,0,0),(0,1,0), (0,0,1))

de R?, sa matrice est
-3
4
2

Y

2. Dans Ry[X] muni de la base
(1,1+X,1+ X+ X?),

le polynéme
2—-X+3X*=3-4(1+X)+3(1+ X + X?)

a pour matrice de composantes

et dans la base canonique

de Ry[X], sa matrice de composantes est

Proposition 1.2

MPJ(K)

E —
r +— Matp,(z)

L’application est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
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Remarque.
On a donc en particulier, si x,y € E et A\, u € K, Matg, (Ax + py) = A\Matp, (z) + pMat g, (y) et

r =1y <= Matp,(r) = Matg, (y).

Définition 1.3 (Matrice des composantes d’une famille de vecteurs)

Soient F = (vy,...,v,) une famille de vecteurs de E. La matrice des composantes de F dans la base
Bp est la matrice Matp, (F) € M, .(K) dont la j*™ colonne est Matp, (v;).

Remarque.

Autrement dit, si Matg, (F) = (aij)1<i<p, alors a;; est la i composantes de v;, ou encore
1<j<r

p
ijl,...,r, V5 = E Q;;€;.
=1

Exemple.
Soit dans R? la base
B — (617 €2, 63)

oue; =(1,2,3), e =(1,0,1) et e3 = (0,0, 1). Soient
v = (1,2,4), vy =(—1,—-4,-5), v3=(3,49), vi=(-2-2,-2), wvs=(0,14,15).

La matrice des composantes de cette famille dans la base B est

1 -2 2 -1 7
0o 1 1 -1 -7
1 0 2 2 1

En effet, pour (z,y,z) € R? on a

(z,y,2) = %61 + (z — %)62 + (2 —x —y)es,
et donc par exemple

Vo = —2(1,2,3)+(1,0, 1), Us :761 —7€2+€3.

1.2 Matrice d’une application linéaire

Définition 1.4 (Matrice d’une application linéaire)
Soit f € L(E,F).

1. Sa matrice relative aux bases Br et By est la matrice Mat g, g, (f) € M, ,(K) des composantes
de la famille (f(e1), ..., f(ep)) = f(Bg) dans la base By, i.e.

Mats, 5, (f) = Mats, (f(e1), .. f(e;)) = Mats, (£(Br)).
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2. Lorsque E = Fet f € L(E), on appelle matrice de f relative a la base B la matrice Matg,, g, (f),
et on la note Matg, (f).

Remarques.

1. Autrement dit, Matg, p,(u) = (@;j)1<i<n, si et seulement si on a pour tout j =1,...,p, f(e;) =

1<j<p
n
Z ;5 fi-
i=1
2. Attention : il n’y a pas une seule matrice d’une application linéaire! Il y en a une pour chaque
couple de bases de E et F.

3. Il faut bien comprendre que la j-éme colonne contient les composantes de u(e;), et plus précisé-
ment, la composante de u(e;) devant f; est a;;.

Exemples.

1. Soit
f: R? — R3

Déterminons sa matrice relative aux bases canoniques de R? et R?. Elle a 3 lignes (dimension de
I'espace d’arrivée) et 2 colonnes (dimension de I'espace de départ). On a

f((LO)) = (17271>7 f((071)> = (_1717_3)7

donc la matrice cherchée est

1 -1
2 1
1 =3

car on met en colonne les composantes de f((1,0)) et f((0,1)).

2. Soient B = ((1,2,3),(1,0,1),(0,0,1)) une base de R?* et B’ = ((1,1), (1,0)) une base de R?. Soit

U : R3 — R2
(x,y,2) — (x4+y+z,o0—y+22)°

Déterminons Matp p/(u), qui a 2 lignes (dimension de l'espace d’arrivée) et 3 colonnes (dimension
de l'espace de départ). On a

u((1,2,3)) = (6,5) = 5(1, 1)+ (1,0),
u((1707 1)) = (273) = 3(17 1) - (170)7
u((0,0,1)) =(1,2) =2(1,1) — (1,0)

donc en mettant les composantes en colonnes, on obtient
5 3 2
MatB,B/(u) = <1 1 _1) .
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3. On consideére les bases canoniques
B=(1,X,X*X% e B =(1,XX%
de K3[X] et K3[X]. La matrice de la dérivation A relative a ces deux bases est

P — P

est

MatB’B/(A) =

o O O
o O =
S NN O
w o O

(pourquoi 3 lignes et 4 colonnes?). En effet,
A1) =0, AX)=1, A(X?) =2X, A(X?) =3X2
On met alors les composantes en colonne, ce qui donne la matrice annoncée.
Si on considére la base
B'"=(1,1+ X, 1+ X+ X* 1+ X + X* + X?)

de R3[X], la matrice de A relative aux bases B” et B’ est

MatB//7B/(A) =

o O O
o O =
SN =

1
2
3

En effet, on a par exemple A(1 + X + X?) = 1+ 2X, ce qui donne la troisitme colonne. Faites le
pour les autres!

4. La matrice de idg relative a la base Bg est I,. En effet, idg(ex) = eg, dont la matrice des
composantes dans Bg est la colonne avec que des 0, sauf a la ligne k£, ot1 il y a un 1.

5. Soient A et B des sous-espaces vectoriels supplémentaires de FE, et p la projection sur A et
parallelement a B. Soit r = dim(A). Soit (uy,...,u,) une base de A, et (uy41,...,u, une base de
B (dim(B) = dim(F) — dim(A) = p —r). Alors B = (uy,...,u,) est une base de E. Déterminons
Matg(p). Pour 1 < j < r, on a p(u;) = u;, et pour j >+ 1, p(u;) =0, donc

1 0 --- .- 0
0
_|: 1
MatB(p)— 0

Remarque.
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On dit souvent que les colonnes de A forment une famille génératrice de Im(f). C’est un abus de
language, qui signifie les vecteurs de F' dont les composantes sont données par les colonnes de A
forment une famille génératrice de Im(f).

Proposition 1.5 |

LEF) — M, (K)

L’application est un isomorphisme.
bp f L MatBE,BF (f) P

Remarques.
1. En particulier, pour tous f, f' € L(E, F)et \, N € K,onaMatg, g,(Af+X ') = \Matg, p,(f)+
/\/MatBE7BF(f,).
2. La matrice d'une application linéaire dépend des bases de F et F' que l'on consideére.
3. Cet isomorphisme n’existe qu’une fois des bases de E et I fixées.
4. On en déduit que L(FE, F) est un K-espace vectoriel de dimension np.

‘Corollaire 1.6‘
Soient f,g € L(E,F). Alors f = g <= Matp, 5,(f) = Matg, 5.(9).

Définition 1.7 (Isomorphisme Canonique)

1. On appelle isomorphisme canonique I'application L(K?, K") — M,, ,(K) qui & une application
linéaire associe sa matrice relative aux bases canoniques de K? et K"

2. La matrice de f € L(KP?, K™) relative aux bases canoniques de K? et K" s’appelle la matrice
canoniquement associée a f.

3. L’unique application linéaire dont la matrice relative aux bases canoniques de K? et K™ est
A e M, ,(K) est Uapplication linéaire canoniquement associée a A.

4.  FEn particulier, si p = n, on parle alors d’endomorphisme canoniquement associé a une matrice
carrée.

Remarque.
On verra qu’a l'usage cet isomorphisme canonique est trés utile. Il permettra de transformer un

probléme matriciel en probléme d’application linéaire et vice-versa.

Exemples.
1. Soit
2 -1 0 1
A= 1 1 =1 —2| € MsuR).
-3 0 2 1
L’application linéaire canoniquement associée a A est
f: R4 — R3

(x,y,2,t) — Qr—y+tz+y—z—2t,-3x+2z+1),
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puisque
f((LO?O’ 0)) = (271’_3)a f((O’LO’O)) = (_1’170)7 f((0,0,l,O)) = (07_172)7 af((ovovovl)) = (17_
2. Soit
f: R — R*
(x,y) — (v —y,2x—y,2x+3y,z+y).

La matrice canoniquement associée a f est

1 -1

2 —1

S 3 | € Maus®),
1 1

puisque f((1,0)) =(1,2,2,1) et f((0,1)) = (—-1,-1,3,1).

1.3 Propriétés

‘Proposition 1.8|
Solent f € L(E,F), x € E. Alors Matg,(f(x)) = Matp, 5.(f) x Matg,(x).

Remarques.

1.  En notant A = Matp, 5,(u), X = Matg,(z), Y = Matp,(f(z)),onay = AX.
2. Cette formule permet de facilement calculer les composantes de I'image d’un vecteur grace a la
matrice de ’application linéaire.

Exemples.

1. Soit A = <_21 ;) _21), et f € L(R3 R?) canoniquement associée a A (rappelez-vous, cela

signifie que la matrice de f relatives aux bases canoniques de R? et R? est A). Notons Bs et By les

x
bases canoniques respectives de R? et R?. Soit u = (,y, 2). Alors Matg,(u) = [ y |, donc

z

2 —
Mat g, (f(u)) = A x Matp, (u) = <_f j 372 +z22) :

et comme B, est la base canonique de R?, on a donc f((x,y,2)) = 2z +y — 2, —x + 3y + 22).

2. Déterminons f((x,vy,2)), ou f: R? — R?* est donnée par sa matrice

2 0 5
0 -1 1

A = MatB,B/(f) = 1 4 1 s
3 7 1
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oll B est la base canonique de R? et B’ = ((2, 1,0,4),(1,1,1,1),(0,-1,0,1),(1,0,0, 0)) est une base

de R*. Notez que la taille de la matrice est bonne : 4 lignes (espace d’arrivée de dimension 4), et 3
x

colonnes (espace de départ de dimension 3). Soit u = (x,y, z). Alors Matg(u) = | y | car B est la
z

base canonique de R3. On a donc

2o + 5z

x Ytz
Mty () = Mat () x Matis(u) = 4 | | = | S0 70
3r+Ty+ 2

On a donc les composantes de f(u) dans la base B’. On en déduit que

flu) = (22452)(2,1,0,4) + (=y + 2)(1, 1,1, 1) + (z + 4y + 2)(0, =1,0,1) + 3z + 7y + 2)(1,0,0,0)
= (Tx + 6y + 12z, 2 — by + 5z, —y + 2,92 + 3y + 22z2)

3. Soit B=((1,2,3),(1,0,1),(0,0,1)) une base de R* et B’ = ((1,1),(1,0)) une base de R%. Soit

f: R3 — R?
(x,y,2) — (x4+y+z,o0—y+22)’

5 3 2
A‘(1 -1 —1>

sa matrice relatives aux bases B et B’ (calcul fait dans un exemple précédent). Soit u = (—3,4,2).
2

Alors X = Matg(u) = [ =5 |. On a donc
1

et

Matg (f(u)) = AX LY (‘63> ,

ce qui signifie que f(u) = —3(1,1) +6(1,0) = (3, —3) (point trés important & bien comprendre).

Plus généralement, si (x,y,2) € R? on a

('T7ya2) = %(1?273) + <.T - %) (Loa 1) + (Z —T— y)(0707 1)7
donc
y/2
Matg((z,y,2)) = | = —y/2
z—x—y

On en déduit que

Mat g (f((z,y,2))) = A x Matg((z,y,2)) = (9’ —yt 22) .

20—z
On en déduit que

fl(z,y,2)=(x—y+22)(1,1)+ 2y — 2)(1,0) = (x + y + z, 2 — y + 22).
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4. La dérivation
P — P’

a pour matrice relative aux bases

B'=(L1+ X1+ X+ X 1+X+X°+X%) et B=(1+X+X*1+X,1)

00 0 3
A=(10 0 2 -1
01 -1 -1

(pourquoi ? Retrouvez le calcul!). Soit P = 10+ 9X + 7X? 4+ 4X?3. Alors
P=1+2(1+X)+31+ X +X?) +4(1+ X + X* + X?),

donc

MatB// (P) =

W N =

Son image P’ = A(P) a donc pour composantes dans la base canonique B’ la matrice
12
AXM&tBN(P): 2 s
-5
ce qui signifie que
P =120+ X+X*)+2(1+X)-5=12X>+ 14X +9.
Plus généralement, si

P=a+bX+cX?+dX?=d1+ X+ X+ X+ (c—d)(1+ X + X*) + (b—c)(1+ X) + (a — b),

on a

‘Z:b 3d

A “1=12c-3a],
c—d b—2c
d

ce qui signifie que

A(P) =3d(1+ X + X?)+ (2¢ = 3d)(1+ X) + (b — 2¢) = b+ 2cX + 3d X2

Proposition 1.9 |

Soient f € L(E,F) et g € L(F,G). Alors Matg,, p.(go f) = Matg, p.(g9) x Matg, .(f).

Remarque.
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Faites trés attention a ne pas faire d’erreur dans cette formule. L’ordre d’apparition de Bg et By est
inversé dans un membre par rapport a l'autre! Mais par contre, Bg est toujours la base de 'espace
de départ, et Bg celle de 'espace d’arrivée.

Exemple.
Soit
RB

f: R? R? R R?

— —
(z,y) —— (2 —y,z+3y) (z,y)

Notons By et Bs les bases canoniques de R? et R?. Déterminons Matp, g,(go f). On a :

f((1,0)) = (2,1), f((0,1)) = (=1,3),

Matp, (f) = G _31>

(pourquoi de taille (2,2) 7 Pourquoi une seule base By 7). Puis

g((l,O)) = (1727 1)7 g((ov 1)) = (_17 L, _2>7

donc

donc
1 -1
MathBza (g) =12 1
1 =2
(vérifiez la taille!!). On en déduit que
1 -1 o 1 —4
MatBQaB3 (g © f) = Ma‘tBQ,Bg,(g) X MatB2 (f) - 2 1 X (1 3 ) == 5 1
L =2 0 -7

2 Le groupe GL,(K)

‘Proposition 2.1‘
Si dim(F) = dim(F) (donc p =n), f € L(E, F) est un isomorphisme si et seulement si Mat g, g, (f)

-1
est inversible, et dans ce cas Matp, p.(f') = (Ma,tBE,BF(f)> .

‘ Corollaire 2.2 ‘
f € L(E) est un automorphisme si et seulement si Mat g, (f) est inversible, et dans ce cas Matg, (f ') =

(MatBE( f)>_l.

Proposition 2.3‘
Soit A € M,,(K) telle que : VX € M,,1(K), AX =0= X =0. Alors A est inversible.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 2.7 du chapitre ?7. On redonne quand méme
I’énoncé.
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‘Proposition 2.4‘
Soient A, B € M,,(K) telles que AB = I,,. Alors A et B sont inversibles et A™! = B.

‘ Proposition 2.5 ‘

Soit F une famille de dim(F£) vecteurs de E. Alors Mat g, (F) est inversible si et seulement si F est
une base de E.

Remarque.
Attention, le nombre de vecteurs doit étre égal a la dimension de E, sinon la matrice n’est méme pas
carrée.

Exemple.
La famille F = ((1, 2,3),(1,0,1), (0,0, 1)) est-elle une base de R?? Soit

A= MatB(]:) ==

W N =

1
0
1

_ O O

(ot B est la base canaonique de R?). On vérifie que rang(A) = 3, donc A € GL3(R), donc F est une
base de R3.

3 Formules de changement de base

| Définition 3.1 |
Soient B et B’ deux bases de E. La matrice de passage de B a B’ est la matrice des composantes
de la famille B” dans la base B. On la note Pp p.

Remarques.

1. Autrement dit Pgp = Matg(B') € M,(K), ou encore la j¢ colonne de Pp p contient les
composantes du j°™¢ vecteur de B’ dans la base B.

2. PB,B’ c MP<K)

3. On parle de 'ancienne base (B), et de nouvelle base (B’), et Pg p exprime la nouvelle base dans
I’ancienne.

Exemples.
1. Soient
B= ((1,2),(2,0)) ot B = ((3,—2),(5,—1))

deux bases de K2. On a

(3,-2) = —(1,2) + 2(2,0) et (5,—1) = _%(1,2) + Hio ),

4
—-1 —1/2
PB7B’_(2 11/4)‘
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2. Si B est la base canonique de R? et

B <(2’37_1)7(27_1,2),(1,1,0)),

alors
2 2 1
Ppp=13 —-11
-1 2 0

Proposition 3.2

Soient B, B’, B” trois bases de FE.

1. Les matrices Pg g et Pp p sont inversibles et Pp p = ngg,.

2. PB,B” = PB,B/PB/,B”'

Exemples.

1.  Reprenons le premier exemple ci-dessus. On a

p-l_ —11/7 —=2/7
BB\ 8/7 4/7 )
On en déduit que

(1,2):_1_71(3,—2)+§(5,—1) ot (2,0):-%(3,-2)%(5,-1).

2.  Pour le deuxieme exemple : I'inverse de la matrice Pgp: est

2 -2 =3
Ppp=Pgh, =1 -1 -1
-5 6 8

On a donc (0,1,0) = —2(2,3,—-1) — (2,—1,2) + 6(1, 1,0).

3. Soit B la base canonique de R?, B’ = ((1,2,3),(1,0,1),(2,1,1)), B" = ((2, ~1,0),(2,1,2). (1,1,0)).
On cherche Pp/ pr. On a
Ppi pr = Pp pPp v = Py Pp g,
Or,
2
3 PB,B” = MatB(B”) = —1
0

PB,B’ = MatB(B') =

W N =

1
0
1

— =N
[ NSRS )

et donc (je vous laisse faire les calculs)

—1/4 1/4 1/4
Ppp =Py = 1/4 —5/4 3/4 |,
/2 1/2 —1/2
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ce qui donne

~1/4 1/4 1/4 2 21 —3/4 1/4 0
Pppgro=| 1/4 —5/4 3/4 |[-1 1 1] = 7/4 3/4 -1
12 1/2 -1/2/ \o 2 0 12 1/2 1

Proposition 3.3

Soient B, B’ deux bases de E.
1. Pour tout x € £, on a Matg(x) = Pp gMatp ().

2. Soit F une famille de vecteurs de E. Alors Matg(F) = Pg pMatg (F).

Remarques.

1.  En notant X (resp. X') la matrice des composantes de x dans B (resp. B’), on retiendra que
X =PppX'

2. On parle d’anciennes et de nouvelles composantes.

3. Attention au piége : Pp p exprime la nouvelle base dans 'ancienne, mais X = Pp X' exprime
les anciennes composantes en fonction des nouvelles.

Exemple.
Soit B la base canonique de R? et B’ = ((2,1),(3,—1)). Soit z € R? tel que Matp/ (x) = (_11>

Alors
2 3 1 -1
MatB(x) = PB,B/MatB/(x) = <1 _1> <_1) = ( 2 ) )

ce qui signifie que x = (-1, 2).

Théoréme 3.4 (Formule de changement de base)

1. Soit f € L(E,F), Bg, By, des bases de E, et Br, By des bases de F. Alors

MatBjE,B%<f) = PB_;,B}; X Ma,tBE,BF(f) X PBE,BQE‘

2. Soit f € L(FE), Bg, By des bases de E. Alors

Matp, (f) = Py, % Matp,(f) X Ppy.5,-

Remarques.
1. Ennotant P = Pp, pr, Q= Pg,p, ., A= Matp, 5. (f), A" = MatBbB%(f), la formule devient

A =Q'AP
2. Dans le cas d'un endomorphisme, avec A = Matp, (f), A" = Matpg, (f), la formule devient

A =P AP
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Exemples.

1. Soient B = ((17 2,3),(1,0,1), (0,0, 1)) une base de R? et B’ la base canonique de R2. Soit

f: R3 — R?
(x,y,2) — (x4+y+z,x0—y+22)°
Alors
f((17 2, 3)) = (67 5)’ f((la 0, 1)) - (2’ 3)7 f((()?O’ 1)) = (17 2)7
donc

A= MatB7B/(f) = (g ; ;) .

Soit également B” = ((1, 1), (1, 0)) une autre base de R2. La matrice de f relative aux bases B et

B est alors
_1 0
. (11 6 2 1 (5 3 2
PB%B”APRB_(l 0 53 2 (1] 1 -1 1)

2. Soit u € L(R3) définie par

10
01
0 0

u((z,y,2) = (z —y, 2+ 2,2 — 2y + 2),

B la base canonique de R? et B’ = ((2, 3,-1),(2,-1,2), (1,1, O)) La matrice A de u dans B est

1 -1 0
A=11 0 1
1 -2 1
De plus,
2 2 1 2 -2 =3
P=Pgp=[3 -1 1] e P'=|1 -1 —-1],
-1 2 0 -5 6 8
donc la matrice A’ de v dans la base B’ est
11 =20 1
A=pPtAP=| 3 -7 0
—-29 57 =2

On en déduit par exemple que

w((2,-1,2)) = (3,4,6) = —20(2,3, —1) — 7(2, —1,2) + 57(1,1,0).

| Définition 3.5 |

1. Deux matrices A, B € M,, ,(K) sont équivalentes s’il existe P € GL,(K) et ) € GL,(K) telles
que B=Q1AP.

2. Deux matrices A, B € M,,(K) sont semblables 8’il existe P € GL,,(K) telle que B = P~1AP.
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4 Rang d’une matrice

4.1 Deéfinitions

’Déﬁnition 4.1 ‘
Soit M € M, ,(K), C1,...,C, ses colonnes vues comme vecteurs de K. Le rang colonnes de M est
I’entier

rang(M) = dim(vect(Ch, ..., C,)) = rang(Ch, ..., Cp).

De méme pour le rang lignes, mais dans K?.

Exemples.
1. Ona
2 3
rang | =1 4] =2
0 1

puisque les colonnes de cette matrice sont linéairement indépendantes dans R3.

2. Ona
2

rang | —1
0

En effet Cy, = C + C5 et Cy = C3 — C; donc

Tt W Ot
Tt = W

VeCt(Cl, CQ, 03, 04) = VeCt(Cl, 03)

qui est un espace de dimension deux puisque C7, C5 sont linéairement indépendants.

Proposition 4.2‘
1. Soient F une famille de vecteurs de E. Alors rang(F) = rang (Mat B (F ))

2. Soit f € L(E,F). Alors rang(f) = rang(MatBE’BF(f))

ICorollaire 4.3|
Une matrice carrée A € M, (K) est inversible si et seulement si son rang colonne est p.

4.2 Rang et manipulations élémentaires

‘ Proposition 4.4 ‘

1. Le rang d’une matrice ne change pas lorsqu’on la multiplie par une matrice inversible.

2. Les maniupulations élémentaires ne changent pas le rang d’une matrice.
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‘ Théoréme 4.5 ‘

Soient r,p,n € N*, n,p > r, ay,...,a, des réels non nuls, et A € M,,_,,_,. Alors
ai * cee % * e %k
0
: Sk : :
rang | 0 --- 0 a, | x --- | =r+rang(4),
)
: : A
0 - oo 0

ou les x désignent des éléments quelconques.

Exemple.
On utilise les propositions 4.4 et 4.5 conjointement pour calculer le rang d’'un matrice en la trans-
formant grace a des manipulations élémentaires en une matrice du type de la proposition 4.5. Par

exemple,
1 2 3 4\ LocLo—21, (1 2 3 4 1 2 3 4
2 5 7 1) W o1 o1 72 o 1 -7,
-1 30 2 053 6 00 —2 41

donc le rang est 3. C’est une technique qu’on a déja utilisée pour résoudre les systémes linéaires, sauf
qu’ici on peut faire & la fois des manipulations sur les lignes et sur les colonnes.

4.3 Matrice J,

| Définition 4.6 |
Pour n,p € N* fixé et < min(n, p), on définit la matrice

1 0 --- .0
1 0 -0
: ) DR
JP=10 --- 0 1 0 - 0] e M, (K),
0 0 .0
0 - ««« 0 0 --- 0

avec exactement r 1 sur la diagonale.

‘ Proposition 4.7 ‘

Le rang de J"P est r.

‘ Proposition 4.8 ‘

1. Soit A e M, ,(K) et r < min(n,p). Alors rang(A) = r si et seulement si A est équivalente a J"P.

2. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.
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Proposition 4.9 ‘

Soit A € M,,,(K). Alors rang(A) = rang(A"), ou encore les rangs colonnes et lignes sont égaux.

Proposition 4.10 (Rang par les matrice carrées extraites)

Soit A € M,, ,(K) et r € N. Alors rang(A) = r si et seulement si

1. 1 existe une matrice carrée d’ordre r extraite de A, de rang r, i.e. inversible.

2. Toute matrice carrée de taille r + 1 extraite de A est de rang < 7.

5 Trace d’'un endomorphisme

‘Proposition 5.1 ‘
Soit f € L(E), et B et B’ deux bases de E. Alors tr (Matg(f)) = tr (Matg (f)).

Définition 5.2 (Trace d’un endomorphisme)

Soit f € L(F). On définit la trace tr(f) de f par la trace de sa matrice relative a n’importe quelle
base.

Exemples.

1. Soit f € L(R?) défini par f((z,y)) = (z—2y, 22+ 3y). La matrice de f relative a la base canonique
de R? est
1 -2
2 3)

2. La trace de l'identité vaut toujours dim(F), puisque sa matrice relative & n’importe quelle base
est la matrice unité de taille dim(E).

dont la trace vaut 4, donc tr(f) = 4.

Proposition 5.3 |

La trace est une forme linéaire sur L(E).

Proposition 5.4 (Trace d’une projection)

Soit p une projection de E. Alors tr(p) = rang(p).

Proposition 5.5 (Trace d’une symétrie)

Soit s une symétrie de E. Alors tr(s) = dim(Ker(s —idg)) — dim(Ker(s + idg)).

Proposition 5.6|
Soient f,g € L(E). Alors tr(f og)=tr(go f).

Remarque.
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Attention : tr(f o g) # tr(f) tr(g)!!
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