Chapitre 28

Déterminants

On fixe un corps K, deux K-espaces vectoriels E et I, et un entier n > 0.

1 Groupes symétriques

Dans ce paragraphe, on se fixe un entier n € N*.

1.1 Définitions

Définition 1.1 (Groupe symétrique)

1. Le groupe symétrique (S,,o) est le groupe des permutations de 1’ensemble {1,2,... n}, i.e. le

groupe des bijections
{1,2,...,n} —{1,2,...,n}

muni de la composition des applications. C’est un groupe a n! éléments.

2. Pouri#je{l,...,n}, la transposition (i j) € S, est la permutation 7 de {1,2,...,n} définie

pour z € {1,2,...,n} par

T(x) =2 si x#4,j, 7()=4, 7(5)=1.

3. Un p-cycle (p < n) est un élément o de S, pour lequel il existe iy, ..

deux & deux tels que
ox)=x si x&{ir,....ip}, o(ix) =igs1 si k<p,

On le note (i1 32 - -~ ip).

i, € {1,...,n} distincts

U(ip) = 7:1.

4. Le support d'une permutation o € Sn est 'ensemble {i € [1,n], o(i) # i}.

Exemples.

375



H. Thys, MP2I du lycée Victor Hugo de Besangon

1. Donnons la notation pour un élément quelconque de §,, sur un exemple. L’élément o € &7 défini
par

est noté

1 23 45 6 7

35147 26 )
Son support est 'ensemble {1,2,3,5,6,7}. Avec cette notation, dans Sg, le 5-cycle (2 6 1 5 8) est
noté

Son support est {1,2,5,6,8}.
2. Les 2-cycles sont les transpositions.
3. Le groupe S, admet 2 éléments : I'identité et la transposition (1,2).

4. Pour n = 3, les 6 éléments de S sont
id, (1,2), (1,3), (2,3), (123), (132).

En effet, ces 6 applications sont distinctes deux a deux. Comme S3 admet 3! = 6 éléments, on les a
tous.

5. Dans S5 (qui admet 120 éléments), on a par exemple le 4-cycle (1 3 2 4) et 'élément
1 2 3 4 5
3 51 2 4
qui n’est pas un cycle.

6. Soient dans Ss les permutations

12 3 45 ¢ o — 1 2 3 45
"\ 35124) ¢ 77 (31425)
Alors
, (12345

72=\13 254
En effet, on a par exemple oo'(1) = o(0'(1)) = 0(3) = 1.
7. On a les égalités suivantes entre cycles :

(Z1Z2 Zp):(lglg szl)

Remarques.

1. C’est bien un groupe. En effet, on sait que la composition des applications est associative. I’élément
neutre est 'application identité et le symétrique d’une bijection

AL ... ,on}—A{1,...,n}

est son application réciproque f~.
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2. On omettra un général le symbole o de la composition. On notera de maniére multiplicative ce
groupe, i.e. pour o,0’ € S,, on aura
def.
oo’ = coo.

On parlera alors du produit de o et o', en sous-entendant que c’est la composition des permutations
dont on parle!
3. Ce groupe est non commutatif si n > 3. En effet, les deux transpositions ne commutent pas
puisque
(12)(13)=(132) et (1,3)(1,2)=(123).

Veérifiez I'image de chaque élément de {1,2,3} pour démontrer les deux égalités! Par exemple
(12)(13)3)=(12)(1)=2 et (132)(3)=2.

Regardez bien les notations. Le (3) signifie qu’on applique la permutation & 1’élément 3.

4. On considére souvent S,, comme un sous-ensemble de §,, 1 de la maniére suivante : si o € S, on
pose o(n+ 1) = n+ 1, ce qui fait que o est alors un élément de S,;1. Ce procédé est injectif, i.e.
deux éléments distincts de S, sont envoyé sur deux éléments distincts de S,,.1. Par ce procédé, S,
est le sous-ensemble de S, des permutations qui fixent n+ 1. Plus rigoureusement, on a en fait une
fonction S,, — §,,41 injective.

Proposition 1.2 (Décomposition d’un cycle en produit de transpositions)

Soient as,...a, € {1,...,n} deux & deux distincts (2 < p < n). Alors

(ap -~ ap) = (ay ap)--- (ap-1ap).

Proposition 1.3 (Permutations a support disjoint)

Deux permutations de §,, a supports disjoints commutent.

Remarque.
La réciproque est fausse : deux permutations peuvent commuter méme si leurs supports ne sont pas
disjoint. Par exemple, une permutation commute avec elle-méme !

Proposition 1.4

1. Une transposition 7 est une involution, i.e.

% =1id,
ce qui signifie que 77 = 7.
2. Le symétrique d'un p-cycle (i --- ip) est
(ig - ip)_l = (ip tp—1 i1) = (i1 Zp)p_1>
ce qui signifie que (i1 --- 4,)P =id.
Exemple.
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Dans S5, le 4-cycle (2 3 14) a pour symétrique (4 1 3 2). Remarquons que

(2314)*1'=(2413)=(4132).

‘ Théoréme 1.5 ‘

Toute permutation est un produit de cycles a supports deux a deux disjoints.

| Méthode 1.6

Pour décomposer une permutation o en produit de cycles a supports deux a deux disjints, on regarde
la suite finie (1,0(1),...,0%(1)), avec o'*1(1) = 1. Cela donne un premier cycle. Puis on choisit le
plus petit entier qui n’est pas dans cette suite, et on recommence. Par exemple avec

(1 2 3 45
=\35 124
On part de 1, dont I'image est 3, dont I'image est 1 : cala nous donne le cycme (1 3). Puis on part de

2, dont I'image est 5, dont 'image est 4, dont I'image est 2 : cela donne le cycle (2 5 4), et finalement
o=(13)(254)=(254)(13).

Proposition 1.7|

Toute permutation est un produit de transposition.

Exemples.
1. Dans 84, on a
(1234)=(12)(23)(34).

2. Ona
(; -0 Z):(13)(25)(54).

| Méthode 1.8]
Voici sur 'exemple v =

3514796 une méthode générale pour décomposer une per-

mutation ¢ en transpositions. On part du plus petit entier dans le support. Ici, c’est 1. Son image est
3, et son image est 1 : cela donne la transposition (1 3). L’entier suivant qui est dans le support est
2. Son image est 5, dont 'image est 7, dont 'image est 6, dont I'image est 2 : cela donne le produit
(25)(57)(76). Et finalement v = (1 3)(25)(5 7)(7 6). Vérifiez!

<1234567

1.2 Signature

Définition 1.9 (Signature)
La signature (o) € {—1,1} de 0 € S,, est
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ot /(o) est le nombre d’inversions de o, i.e. le nombre de couples (i, j) tels que
I1<i<j<n et o(i)>o(y).

Une permutation est paire si sa signature est 1, impaire sinon.

Proposition 1.10

Pour tous 0,0’ € S, e(00’) = e(0)e(d”).

Remarque.
On peut aussi dire que € : S, — {—1; 1} est un morphisme de groupes.

’Proposition 1.11‘
Soit o € S,,. Alors e(c71) = (o).

| Corollaire 1.12|
La signature d’un p-cycle est (—1)?~! (p > 2).

1.3 Groupe alterné

Définition 1.13 (Groupe alterné)

Le groupe alterné A,, est le sous-groupe de S,, des permutations paires, i.e. le noyau de la signature.

Exemples.

1. C’est bien un sous-groupe : il est non vide car contient id, et le produit de deux permutations
paires est pair car la signature d’un produit est le proudit des signatures.

2. Dans 83, le groupe alterné est constitué de

id, (123), (132).

Proposition 1.14

Soit 7 € S,, une permutation impaire (par exemple une transposition). Alors 'application

A, — {permutations impaires}
o — oT

est une bijection.

‘Corollaire 1.15‘
card(A,) = 2.

2
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2 Applications multilinéaires

On fixe dans ce paragraphe un corps K, deux K-espaces vectoriels F et F', et n € N*.

Définition 2.1 (Applications multilinéaires)

1. Une application n-linéaire de E dans F' est une application

fE"— F
telle que pour tous aq,...,a, € E, tout « = 1,...,n, I'application
E — F
r f(ala"'7ai—lax7ai+17"-7an)

soit linéaire, i.e. pour tous x,y € F et A € K,

f(ah ey @i, )\IE‘I‘My, Qg1 - - '7an) = )‘f(alu ey @1, Ty Qg1 - - 7an)+:uf(a17 ey @1, Y, Aty -

2. Une forme n-linéaire sur E est une application n-linéaire de £ dans K.

Exemples.

1. Les applications 1-linéaires sont les applications linéaires.

2. Le produit scalaire usuel dans R™ est une forme bilinéaire : si x = (z1,...,2,), y = (y1,- - .
et z=(z1,...,2,), alors

(x + 2[y) = Z(-Tk+zk Yk = Zxkyk+zzkyk (z]y) + (ly),

et de méme (Az]y) = A(z|y). On fait de méme avec la deuxiéme variable.

3. L’application
(CO<[O> 1]7 R))Q — R
(f,9) — Jy FDg(t)at
est une forme bilinéaire. En effet, si f,g,h € C°([0,1], et A € R, on a

[ @+ ginye = [ @+ [ g@na,

, Yn)

ce qui prouve la linéarité par rapport a la premiére variable. On fait de méme pour la deuxiéme.

4. Le déterminant
dét : R? x R? — R

((Ilﬂ 1‘2), (ylv y2)) > T1Y2 — T2l
est une forme bilinéaire : soient (z,y), (z/,y'), (z”,y") € R*? et A€ R. On a

dét(A(z,y) + (2',9), (2", y")) = dét((A\x + 2", Ay +3/), (2", y"))
=z +2")y — Ay +y)x"
= ANay" —ya") + (2'y" — y'z")
= Adét((z,y), («",y")) + dét((«', ), (2", ")),

ce qui prouve la linéarité pour la premiére variable. On fait de méme pour la deuxiéme.
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5. Attention : si f est bilinéaire, f(z + ',y +¢') # f(x,y) + f(2',9). On a

fla+2'y+y) = flo,y) + flx,y) + [ y) + f(2'y).

| Méthode 2.2]

I1 faut remarquer que si f est n-linéaire, le calcul de f(xy + y1,..., %, + y,) se passe comme un
développement d’un produit (et de méme en remplagant x + y, par une somme quelconque). Par

exemple, si f est bilinéaire, x,y € E et a;; € K (pour i,j =1,2, on a

fla1x + ag1y, a12x + asoy) = @iiay, f (2, 2) + anrasn f(2,y) + anar f(y, x) + ag1axn f(y, v).

Comparez avec le produit (a1 + ag1y) X (@122 + asy) si tous ces variables sont des réels.

On peut faire de méme avec une application trilinéaire et trois vecteurs. Le développement donne

33 termes.

Définition 2.3 (Applications multilinéaires symétriques, antisymétriques, alternées)

Soit f une application n-linéaire de £ dans F'. Alors

1. f est symétrique si pour tous ay,...,a, € F, tous i,k =1,...,n,0on a

f(al, ey A1, Ay Qi 1y« o vy Afp—1, Ay At 1y - - .7(ln) = f((ll, ey A1, A4y At 1y - -

ou autrement dit, si pour toute transposition 7 € S,,, on a

f(&T(l), .. .,(LT(”)) = f(al, e ,&n).

2. f est antisymétrique si pour tous aq,...,a, € E, on a pour i # k

f((lh vy A1, Ay Qi 1y o ooy Afp—15 Ay At 1y - - - CLn) = —f(al, ey Q1,4 Agqy - -

ou autrement dit, si pour toute transposition 7 € S,,, on a

flar@y, - ar) = =flars s an).

3. f est alternée si pour tous ay,...,a, € E, on a pour i # k,

a; = ay = f(a1,...,a,) =0.

Remarque.

<y Qk—1, Qf, Q415 - - -

<y Ak—1, Ak Q41,5 - -

Y an)?

'7an>7

Cette définition s’applique bien entendu également aux formes n-linéaires, cas particulier des appli-

cation n-linéaires.

Exemples.
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1. Le déterminant dans R? vu dans les exemples ci-dessus est une forme bilinéaire alternée et anti-
symétrique. En effet, on a dét(((z,y)(z,y)) = 0 pour tout (z,y) € R?, et on a dét(((z,y)(z',y')) =

— dét(((«",y') (2, y))-

2. Le produit scalaire dans R™ redonné ci-dessus est symétrique, car
n n
E TrlYk = E YL
k=1 k=1

3. De méme, 'exemple 3 ci-dessus est une forme bilinéaire symétrique puisque si f, g sont des
fonctions continues sur [0, 1], on a

/0 F()g(t)dt = / o(t) f(t)dt.

Proposition 2.4 |

Soit f une application n-linéaire de E vers F, 0 € S,, et ay,...,a, € E. Alors
e(o)f(a,...,a,) si f est antisymétrique,

flay, ... a,) si f est symétrique.

Proposition 2.5 ‘

Une application n-linéaire est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

Exemple.
Voici 'exemple des formes bilinéaires alternée en dimension 2. Si E est de dimension 2, f une
application bilinéaire alternée de E vers F', (e, e5) une base de F, x = ajje1+ag €a, Yy = ajaeq+ages,
alors
f(x,y) = annaiaf(er, e1) + annaga f(e1, €2) + anaraf(ea, e1) + agiagn f(ea, e2).

Mais f est alternée, donc f(ey,e1) = f(eg,e2) =0 et f(ea,e1) = —f(e1,e2), donc

f(xa y) = (CL116L22 - ll21a12)f(617 62)-

Proposition 2.6 ‘

Soit f une forme p-linéaire alternée sur E, et (uy,...,u,) € EP.
1. Sila famille (uq,...,u,) est liée, alors f(us,...,u,) = 0.
2. f(ui,...,u,) reste inchangée si 'on ajoute a un des vecteurs une combinaison linéaire des autres.

3 Déterminants

Dans ce paragraphe, on suppose que dim(F) = n. Cette hypothése est fondamentale pour ce
qui suit.
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Théoréme 3.1 (Déterminant dans une base de n vecteurs)

Soit B = (ey,...,e,) une base de E.

1. Il existe une unique forme n-linéaire alternée notée détz sur F telle que

déts(er,...,e,) = 1.

2. Toute forme n-linéaire alternée sur F est proportionnelle a détg.
3. Soit (uq,...,uy) est une famille de vecteurs de E et A = (a;;) = Matp(uy, ..., u,). Alors

détp(u, ..., up) = Z £(0)ao(1)100(2)2 - * - Ag(nyn = Z £(o) Hao(j)j-
j=1

UGSn O'ESn

Remarque.
Dans chaque produit a,(1)10(2)2 * * * Go(n)n, tous les indices apparaissent une et une seule fois, pour
I'indice ligne, et pour I'indice colonne.

Exemples.

1. Dans R?, le déterminant dans la base canonique de (a1, ag;) et (a2, aze) est ajias — ajaas;. On
peut le vérifier directement avec la formule : Sy contient 2 éléments, 'identité, qui est paire, et la
transposition 7 = (1 2) qui est impaire, donc

détpas. can.((alh a21), (CL12, CL22) = A11G22 — Ar(1)107(2)2 = A11A22 — G12G21.-

2. Soit B une base de R3, et trois vecteurs z, y et z tels que

11 A1z A13
Matg(z,y,2) = | a1 a2 ass
a3; a3z as3

Alors
détg(z,y, 2) = a11a22a33 — A21G12G33 — Q31022013 — Q11032023 + A21A32013 + A31G12023,

car

S; =1{id,(12),(13),(23),(123),(132)}.

Par exemple, le troisiéme terme du déterminant ci-dessus est, avec o = (1 3),

5(0)%(1)1 Ug(2)200(3)3 = —A31022013.

Théoréme 3.2 (Déterminant d’un endomorphisme)

Soit f € L(E).
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1.  Pour toutes bases B et B’ de E, on a
détp (f(B)) = détg (f(B’)).
Ce scalaire, indépendant de toute base, est le déterminant de f, et on le note dét(f).

2. Pour tous z1,...,x, € E, et toute base B de E, on a

détg (f(z1),. ..., f(zn)) = dét(f) détg(z1, . .., ).

Exemples.

1. Onadét(idg) = 1, puisque si B est une base de E, détp(idg(B)) = détg(B) = 1 par définition de
détg.

2. Si E=A® B et s est la symétrie par rapport a A parallelement a B, alors

dét(s) = (—1)4m®),

En effet, soit B = (e, ..., e,) une base de E telle que (eq, ..., e,) soit une base de A et (e,41,...,€5)
une base de B. Alors
s(ej) =ej pour j <r, s(ej)=—e; pour j >r.
On a
dét(s) = détp(s(B))
= détg(er, ..., €, —€Crp1,..., —€p)
ndin. (=) " détpler, ..., er Eri1,---,€n)

— (—1)"T déts(B) = (<1)"".

3. Si f est définie sur la base B = (ey,...,e,) par
f(ej)zAjej, )\1,...,>\n€K,

on a
n

dét(f) =[] M

i=1

En effet,

dét(f) = détg(f(B)) = détg(Aer, ..., Anen) "= (H )\Z) dét(B) = [ M

Définition 3.3 (Déterminant d’un matrice carrée)

Soit A € M, (K). Le déterminant de A (noté dét(A)) est le déterminant dans la base canonique de
K™ de ses vecteurs colonnes, i.e. si A = (ai;)1<i j<n,

dét(A) = Z 5(0)(10(1)1 *Qo(n)n-

oSy
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Remarque.
Il faut justifier cette égalité : on applique le théoréme 3.1(3) car A est la matrice des composantes
de ses colonnes dans la base canonique de K™.

Exemple.
Si A est diagonale, et C1, ..., C, sont ses colonnes, et B = (eq,...,e,) la base canonique de K", on a
Ci:an-el-, 7;:1,...,77,,
donc

n n
détB(Cl, ey Cn) = détg(anel, Cee annen) = <H Cll'i) détB(el, ey €n> = HCL“
=1 =1

Notation : Le déterminant d’'une matrice se note avec des barres verticales a la place des paren-
theeses. Par exemple :

2 3 4 2 3 4
dét 4 -2 1 | =4 =2 1
0 7 -5 0 7 =5

Proposition 3.4 (Déterminant de taille 2)

Soit (CCL 2) € My(K). Alors “ 2’ = ad — be.

Méthode 3.5 (Déterminant de taille 3 : régle de Sarrus)

ATTENTION : technique uniquement valable pour les déterminants de taille 3!!

Voici une fagon de retrouver le déterminant d’une matrice carrée de taille 3

11 Q12 413
Q21 Q22 A23
31 Aaz2 ass

On recopie les deux lignes premiéres lignes sous la matrice, pour obtenir

ajp a2 a3
21 Q22 dA23
az1 G32 0a33
apn a2 G413
21 Q22 dAg23

On a 3 "diagonales principales"

a1

21 a22

az1 G32 0433
a2 13

23

et on multiplie dans chaque diagonale les éléments, et on ajoute, pour obtenir

11Q22033 + G21032013 1 A31Q12G23.
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On a aussi 3 "diagonales secondaires"

ai3
Q22 (23
az1 a3z 0asz3
ajp a2
21

et on multiplie dans chaque diagonale les éléments, et on ajoute, pour obtenir
(21012033 + 431022013 + A11032023.
On soustrait alors cette deuxiéme somme a la premiére, pour obtenir le déterminant :
<a11a22a33 + az1a32013 + CL316L126L23> - <a21a12a33 + az1a22a13 + a11a32a23>.

On avait obtenu cela dans les exemples aprés le théoréme 3.1.

| Théoréme 3.6
Soit A € M, (K). Alors dét(A) = dét(AT).

‘Théoréme 3.7‘
Soit B = (ey,...,e,) une base de E.

1. Soit f € L(E) et A =Matg(f) € M, (K). Alors

dét(f) = déta(f(e), ..., flen)) = dét(A),

i.e. le déterminant d’un endomorphisme est égal au déterminant de sa matrice dans n’importe quelle
base.

2. Soit (uq,...,u,) € E™ et A= Matg(uy,...,u,). Alors

détp(ug, ..., u,) = dét(A).

Remarque.
Attention : si on considére la matrice A d'un endomorphime f relative & deux bases différentes au
départ et a larrivée, alors dét(A) # dét(f)!

| Méthode 3.8]

Nous avons donc trois déterminants :

1. Le déterminant d’une famille de n vecteurs dans une base B d’un espace de dimension n (théoréme
3.1).

2. Le déterminant d’un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie (théoréme 3.2).

3. Le déterminant d’une matrice carrée (définition 3.3).
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Ces trois déterminants sont liés par le théoréme 3.7. En pratique, pour calculer un déterminant d’une
famille de vecteurs ou d’un endomorphisme, on passe par ce théoréme pour calculer le déterminant
d’une matrice carrée. Et pour cela, on utilisera les résultats du paragraphe 5.

Exemple.
Si A = (aij)i<ij<n € My(K) est une matrice diagonale, 'endomorphisme f de K™ canoniquement

associé vérifie
f(ei) = €,
ou (eq,...,e,) est la base canonique de K™. On retrouve que

n

dét(A) = dét(f) = [ [ a-

i=1

4 Propriétés des déterminants

Dans ce paragraphe, on suppose toujours que dim(E) = n. On fixe une base B = (eq,...,€,)
de E, une famille 7 = (uq,...,u,) de vecteurs de F, f,g € L(E) et A, B € M, (K), sauf mention

explicite du contraire.

Proposition 4.1 |
On a

(ug,...,u,) base de E <= détg(uy,...,u,) #0 <= dét <Mat3(u1,...,un)> # 0.

Proposition 4.2‘
Soient f,g € L(E) et A, B € M, (K). On a
dét(f o g) = dét(g o f) = dét(f) dét(g) et dét(AB) = dét(BA) = dét(A) dét(B).

1.

2. L’endomorphisme f est un isomorphisme si et seulement si dét(f) # 0 et alors

(dét(f)) ™"

dét(f=)

De méme, la matrice A est inversible si et seulement si dét(A) # 0 et alors

1

dét(A™) = (dét(A)) "

3. SideK,ona
dét(Nf) = \"dét(f), dét(AA) = A" dét(A).

Proposition 4.3
1. Le déterminant d’'une matrice carrée ne change pas si & un colonne (resp. une ligne) on ajoute

une combinaison linéaire des autres.
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2. Le déterminant d’une matrice carrée est multiplié par —1 si on échange deux colonnes ou deux
lignes.

3. Le déterminant d’une matrice carrée est nul si deux colonnes ou deux lignes sont égales.

4.  Le déterminant d’une matrice carrée est nul si une colonne (resp. ligne) est combinaison linéaire
des autres.

5. Si on multiplie une colonne ou une ligne par A\ € K, le déterminant est multiplié par \.

Remarques.

1. Attention, on ne peut pas remplacer une ligne L; par AL; + - - - !
2. Le point 5 nous permet de factoriser une ligne ou une colonne par un scalaire non nul.

Exemples.

2 7 -1 3 2 7 -1 3
4 5 6 2 4 5 6 2 PR .

1. U2 7 o= 7 9 3 1 ol mettant 7 en facteur dans la troisiéme ligne.
0 1 5 0 01 5 0
8 —4 16 2 -1 4

2. 3 7 2| =4*|3 7 2|en mattant 4 en facteur dans la ligne 1 et la ligne 3, donc on
-4 4 8 -1 1 2

factorise deux fois par 4!!!

3 21 1 2 3 1 2 3

3. |IT 1 1l =—1 1 7/ = —|0 —1 4| en échangeant les colonnes 1 et 3, d’ou le -1 car le
4 3 1 1 3 4 0 1 1

déterminant est alterné, et en soustrayant la premiére ligne a la deuxiéme et la troisiéme.

5 Deéveloppement suivant une ligne ou une colonne

Dans ce paragraphe on se concentre sur le calcul pratique du déterminant d’une matrice carrée.
Le théoreme 3.7 permet alors de calculer le déterminant d’'un endomorphisme et d’une famille de
vecteurs.

ATTENTION : La plupart du temps, vous aurez a calculer des déterminants de matrices
qui dépendent d’'un ou de plusieurs paramétres, et on cherchera a savoir a quelle(s) condition(s) ce
déterminant est nul. On cherchera donc absolument a obtenir une forme factorisée du déterminant.
En particulier, pour un déterminant de taille 3, la régle de Sarrus ne servira que pour un détermiant
numérique.
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Proposition 5.1

Soient n € N, n > 2, et

A= € M, (K),
Al

ou A" € M,,_1(K), a3 € K et * désigne n'importe quel élément de K. Alors
dét(A) = al dét(A,)
En particulier, si A est une matrice triangulaire (ou diagonale),

dét(A) = a11 " Apn-

Exemple.
On a
3 2 -1 10 2 1 0 2 2 -7
1 0 2/=—-13 2 —1l=—-1l0 2 -7 :_1><’_5 _5':—(2><(—5)—(—5)5><(—7))=45
3 =5 1 3 =5 1 0 =5 =5

(trouvez et justifiez les opérations effectuées).

Définition 5.2 (Mineur, cofacteur)

Soit A = (aij)Ki,jgn € My(K).

1. Le mineur de a;; est le déterminant A;; de la matrice carrée de taille n—1 obtenue en supprimant
dans A la i®™ ligne et la j°™° colonne.

2. Le cofacteur de a;j est (—1)"7A;.

Exemple.
Soit
3 2 -1
A=11 0 2
3 =5 1

Les mineurs de agy et asz sont respectivement les déterminants
3 —1 ot 3 2
3 1 3 =5

Théoréme 5.3 (Développement suivant une ligne/colonne)

Soit A = (aij)lgi,jgn € Mn(K)

1. Pour tout j=1,...n,0na

dét(A) = Z aij(=1)"7A;;  (Développement suivant la 7™ colonne).
i=1
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2. Pourtouti=1,...n,ona

dét(A) = Z ai;(=1)"7A;;  (Développement suivant la i ligne).
j=1

Exemples.

1. On a, en développant par rapport a la deuxiéme ligne, puis en utilisant Sarrus,

%3_32 1 3 —4 2 1 —4 2 13

= (=11 7 1|+ (=D)*(=3)|2 1 1|+ (=1**2]2 1 7
2 L7l 2 1 1 -2 2 1 -2 21
-2 2 1 1

= (T4+6-44+56—-1-3)+32-2—-16—-8-4—-2)+2(2— 1441246 — 28— 2)

= —199.

1 sin(xz) cos(x)
2. On veut mettre sous forme factorisée le déterminant A = |1 sin(y) cos(y)|. En soustrayant la
1 sin(z) cos(z)
premieére ligne aux deux autres, on obtient

1 sin(x) cos(x)
A =10 sin(y) —sin(z) cos(y) — cos(x)
0 sin(z) —sin(z) cos(z) — cos(x)
dev. col. 1 |sin(y) — sin(z) cos(y) — cos(z)
sin(z) — sin(x) cos(z) — cos(x)
2sin (452) cos (%) —2sin (452) sin (%)
2sin (55%) cos (£%) —2sin (52) sin (2£2)

2

2
fact.ignel2 n — T COS (% — sin (y—;—_x)
2 2sm(zgx)cos(zgx) —2sin(zg“’”)sin(zgx)
fact. ligne 2 y—a\ . (2= |cos (L) —sin (L2)
i (M) on (5 fem{eke) oo
+x

On voit bien ici que I'utilisation de la régle de Sarrus ne serait pas une bonne idée!
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6 Applications

6.1 Comatrice

Définition 6.1 (Comatrice)

La comatrice de A est sa matrice des cofacteurs, i.e. la matrice co(A) = (bij)1<ij<n € Mn(K) avec

bij = (=1)"7 Ay

Proposition 6.2|
Soit A € M,,(K). Alors

Alco(A) =Tco(A)A = dét(A)I,.
En particulier, si A est inversible, on a

A7l = (dét(A)) " eo(A).

Exemple.
Vous connaissez déja ce résultat pour les matrices carrées de taille 2. Si ad — be # 0, on a

a b\ 1 d —b
c d ad—bec\—-c a )’

On utilise parfois cette méthode pour les matrices de taille 3, mais pas au-dela : les calculs sont trop
nombreux.

6.2 Formules de Cramer

Définition 6.3 (Systéme de Cramer)

Un systeme de Cramer est un systéme linéaire a n équations et n inconnues qui admet une et une
seule solution, i.e. un systéme AX = B d’inconnue X € M,,1(K), ou B € M, 1(K) et A € GL,(K).

Proposition 6.4|
Soit A € GL,(K) et S le systéme

AX = B,
(c’est un systeme de Cramer), ou B € M,,1(K). L'unique solution (z1, ..., z,) de ce systéme vérifie
pour tout y =1,...,n
dét(A;)
T = :
7 dét(A)

ol A; est la matrice obtenue en remplagant dans A la j*™° colonne par B.

Remarque.
Cette proposition ne sert quasiment jamais pour une résolution pratique, sauf pour n = 2 et peut-étre
n = 3, mais jamais au-dela car les calculs sont trop nombreux (calculs de n+ 1 déterminants de taille
n). L’utilité est plus théorique, quand on veut par exemple étudier la continuité d’une solution par
rapport aux coeffcients.
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