Chapitre 34

Variables aléatoires sur un espace
probabilisé fini

Dans tout ce chapitre, on fixe un espace probabilisé fini (2, P).

1 Variables aléatoires

1.1 Deéfinitions

Définition 1.1 (Variable aléatoire) |

1. Une variable aléatoire sur §2 est une application définie sur 2.

2. Une variable aléatoire réelle sur §2 est une application définie sur € & valeurs dans R.

Exemples.

1.  Une urne contient une boule blanche et une boule noire. On tire avec remise deux boules, et on note X le
nombre de boules blanches obtenues : X est une variable aléatoire réelle sur 'univers des couples de boules.

2. On lance deux dés, et on note X la somme des points obtenus : c’est une variable aléatoire réelle sur
'univers [1,6]2.

Remarque.
L’univers ) étant fini, si X est une variable aléatoire sur 2, son image X (€2) est également un ensemble fini.
On appelle "univers image" 1’ensemble X (2).

Définition 1.2 (Variable aléatoire constante) ‘

Une variable aléatoire constante (ou certaine) sur 'univers € est une fonction constante sur €.

Exemple.
On tire 5 cartes dans un jeu de 52 cartes. Le nombre X de cartes obtenues est une variable aléatoire constante
sur I'univers des parties a 5 éléments de I'ensemble des cartes.

593



H. Thys, MP2I du lycée Victor Hugo de Besangon

Définition 1.3 (Variable indicatrice d’un événement) |

Soit A un événement de ). La variable indicatrice de A est la variable aléatoire réelle

14 : Q — R
1 siw€ A,
W — ]
0 sinon.

Exemple.
On lance un dé une fois. Sur l'univers Q = [1,6], on considére la variable aléatoire X qui donne le reste
modulo 2 du chiffre obtenu. C’est la variable aléatoire indicatrice de I’événement {1,3,5} (le chiffre est

impair).

Remarques.

1. L’ensemble des variables aléatoires réelles est Pensemble R, qui est un R-espace vectoriel pour I'addition
point par point, et la multiplication par les scalaires point par point. Les combinaisons linéaires de variables
aléatoires réelles sont donc des variables aléatoires réelles.

2. De méme, le produit de deux variables aléatoires réelles est une variable aléatoire réelle.

3. Le minimum et le maximum de deux variables aléatoires réelles en est une aussi.

Proposition 1.4 (Image d’une variable aléatoire) ‘

Soit X une variable aléatoire sur €2, et f une fonction définie sur X (£2). Alors fo X est une variable aléatoire
sur €2, notée f(X).

Démonstration.

f o X est une application définie sur 2. =

Remarque.

La notation u(X) est cohérente avec le vocabulaire '

'variable" aléatoire.

Exemple.
Si X est une variable aléatoire réelle, X2 I'est également, et si X ne s’annule pas, 1 /X est aussi une variable

aléatoire.

1.2 Notations

Soit X une variable aléatoire sur €2, a valeurs dans un ensemble E. On considére également une probabilité

Psur Q, et A€ P(E).
1. L'événement X 1(A) = {w € Q, X(w) € A} C Q se note {X € A} ou (X € A).
2. Si X est une variable aléatoire réelle, on note

— X=r)={X=2}={weQ, X(w)=12}=X"1({z}).
— (X <) ={X<r}={weQ, X(w) <z} =X - o0,12]).
— Xzo)={X2a2}={weQ, X(w)=>z}=X"1(z,+x).
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— (X< ={X<2}={weQ, X(w) <z} =X"1]—o0,z[).
— (X>2)={X>2}={weQ X(w) >z} =X 1]z, +0).

(Ce sont des événements.)
3. Onnote P(X € A) = P({X € A}) et P(X =2) = P{X =«z}).

Exemples.
1. Ona (X =uz)=0siet seulement si z ¢ X(Q).

2. Ona(Xe€AUB)=(XeAU(XUB).

3.  On lance deux dés et on note X la somme des chiffres obtenus. Alors

(X >10) = {(6,4);(6,5);(6,6); (5,5); (5;6); (4,6) } .

IProposition 1.5|
Soit X :  — FE une variable aléatoire sur €2, et A, B C E. Alors
(XeAuXeB)=(XeAUB), (XeA)Nn(XeB)=(XeAnB).

‘ Proposition 1.6 ‘

Soit X :  — FE une variable aléatoire sur 2, et A C E. Alors

(Xed=XecAnXx@)= J =ua.
z€EANX(Q)

Démonstration.

La premiére égalité découle de la définition de I'image réciproque de A par X. La deuxiéme découle de la
compatibilité des images réciproques avec 'union : on a

Anx@ = |J {a},

r€ANX ()
donc
(X e ANX(Q) = X1 U &= U X'hH= | &=
z€ANX(Q) z€ANX(Q) z€ANX(Q)
|

1.3 Loi d’une variable aléatoire

On rappelle qu’'on a fixé une probabilité P sur €.

Théoréme 1.7 (Loi de X) ‘

Soit X une variable aléatoire sur 2. L’application

PX®) — [0,
A — P(X €A

est une probabilité sur X (€2), appelée loi de X, et notée Px.
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Démonstration.

La fonction Px est définie sur P(X(Q2), et a valeurs dans [0, 1]. De plus,
Px(X(Q)) = P(X € X()) = P(?) =1,

car P est une probabilité. Enfin, si A, B € P(X(Q2)) sont disjoints, montrons que Px(A U B) = Px(A) +
Px(B).Maisona (X € A)N(X € B)=0 (carsiz € (X € A)N(X N B), alors X(z) € AN B = (), donc

P,(AUB)=P(X € AUB) = P((X e A)U(X € B)) = P(X € A) + P(X € B) = Px(A) + Px(B).

Remarques.

1. Quand on s’interesse a la loi de X, on a en fait un nouvel univers, qui est X ().

2.  Laloi de X dépend bien entendu de la probabilité P sur €.

3. Laloi de X est la probabilité qu'un événement ait pour résultat (par X) un élément de A.

4. Attention : deux variables aléatoires différentes peuvent avoir méme loi. Par exemple, si on lance un dé,
et on note X la variable qui donne 0 si le chiffre est pair, et 1 sinon, et Y la v.a.r. qui fait U'inverse (0 si
impair), alors X # Y, mais les lois sont les mémes puisqu’on a a chaque fois une probabilité 1/2 d’avoir 0
ou 1.

Proposition 1.8 (Systéme complet d’événements associé a X) l

Soit X une variable aléatoire sur €2. La famille ({X = 2}),ex(q) est un systéme complet d’événements de 2,
appelé systéme complet d’événements associé & X. En particulier,

Y PX=z)=1

z€X(Q)

Démonstration.

Siz # yetazye X(Q),onabien (X =x2)N (X =y) = 0. En effet, si w € (X = z), par définition,
X(w)=z#y,doncw ¢ (X =y).

De plus, si w € Q, alors w € (X = X(w)), donc

0= |J x=u).

zeX ()

ce qui prouve qu’on a bien un systéme complet d’événements. m

Remarque.
On peut aussi utiliser des notations différentes. Comme ’ensemble X (2) est fini, on peut l’écrire sous la
forme X () = {z1,...,2n} (n € N¥), et ((X = x;))1<i<n €st un systéme complet d’événements, et on a
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Proposition 1.9

Soit X une variable aléatoire sur €. Pour tout A C X(Q2), on a

P(X € A)=) P(X =u).
T€EA

zeX(Q)

Autrement dit, la loi de X est entiérement déterminée par la donnée des (P(X = x))

Démonstration.

Soit A C X(£2). On sait que la famille (X = x),¢cx(q) est un sce, donc

P(XeA)= > P(XeANn(X=1)=> PX=ux).
T€EA

Remarques.
1.

2. Attention :
élémentaire de €.

Reprenons les notations X (2) = {z1, ..

de (P(X = xi))lgign-
on parle d’événements élémentaires de X (). L’ensemble (X

z€X(Q)

., Zn}. Laloi de X est donc entiérement déterminée par la donnée

x) n'est pas un événement

Méthode 1.10]
Pour déterminer la loi d’une variable aléatoire X, on détermine X (2), et pour tout =z € X (), on calcule

P(X =ux).

Pour cela, on peut remarquer que P(X = z) = Z P{w}).

weN
X(w)=x

Exemple.
On considére un jeu ou on lance deux dés, et on gagne en euros la somme des chiffres si elle est impaire, et
on la perd si elle est paire. Soit G la v.a.r. égale au gain associé au jeu. Alors = [1, 6]]2,

G() ={-2,-4,-6,-8,-10,-12,3,5,7,9,11} .

La loi de G est donnée par
T —2|—-4|—-6|-8|—-10|—-12| 3 |5 |7 ]9 |11
— T 3 5 5 3 T P T R S
P(G=2)| 3 |35 | 36 | 36| 36 | 36 |3 | 3|36 36|36

Proposition 1.11 (Loi de f(X))|

Soit X une variable aléatoire sur €, et f une application définie sur X (£2). La loi de f(X) est donnée par :

ou encore, si X(Q) = {z1,...

Vye f(X)(Q), P(f(X)=y)= Z P(X = z),
zef~1({y})
axn}v
Vye f(X)(Q), P(f(X)=y)= Z P(X = ;)
Foo=y

997



H. Thys, MP2I du lycée Victor Hugo de Besangon

Démonstration.

Remarquons d’abord qu’en vertu de la proposition 1.9, la loi de f(X) est déterminée par les P(f(X) = y)
pour y € f(X)(2).

Or, (f(X)=y)=(X € f1({y})), car si w € Q, f(X)(w) =y si et seulement si X(w) € f~1({y}). Mais
par 1.9, on a

PXef'{yh))= >, PX=ua),
zef~1({y})
ce qui donne la formule annoncée. =

Exemples.
1. LoideaX +b:si X(Q2)={x1,...,2,}, alors
P(aX +b=ax; +b) = P(X = x;).
2. Loide X? :si X(Q2) = [-n,n], alors X?(Q) = {kQ, ke [[O,n]]}, et on a, pour y € X2(Q), y = k* >0,

on a

P(X?=y)=P(X?’=k)=P(X =k)+ P(X = —k),
et P(X2=0)=P(X =0).

3. Soit X une v.a.r. telle que X(2) = {—2,—-1,0,1}, et telle que

P(X:f2):P(X:fl):P(X:O):P(le):i
Donnons la loi de X2. On a X2(Q) = {0, 1,4}, et
P( 2_0):P(X:O):i,
P(X?=1)=PX=-1)+PX=1)= %
P(X?=4)=P(X =-2) = %.

Remarque.
Il n’y a pas de formule simple donnant la loi de X + Y, XY, ou plus généralement u(X). Il faut la plupart
du temps tout refaire avec la proposition 1.11.

2 Lois usuelles

2.1 Loi uniforme

Définition 2.1 (Loi uniforme) ‘

1. Soit n € N*. Une variable aléatoire X sur 2 suit la loi uniforme sur [1,n] si X(Q) = [1,n], et si

Vke[Ln], P(X = k) = %
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2. Soient a,b € Z avec a < b. Une variable aléatoire X sur € suit la loi uniforme sur [a,b] si X () = [a, b],

et si
1

Vkéelab], PIX=k)=——.
II Y ]]7 ( ) b_a+1
Remarques.

1. Une telle loi traduit le fait qu’on choisit au hasard entre n possibilités.
2. Si X suit la loi uniforme sur [a,b], alors Y = X — a + 1 suit la loi uniforme sur [1,n], ot n =b—a+ 1.
3. On note en général X ~ U([a,b]), ou X ~U(n) dans le cas particulier de [1,n].

Exemple.
On lance un dé, on note X le chiffre obtenu. Alors X ~ U([1,6]).

2.2 Loi de Bernoulli

Définition 2.2 (Loi de Bernoulli)|

Soit p € [0,1]. Une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de paramétre p si X(Q) C {0,1}, et si
P(X=1)=p.

Remarques.

1.  Une telle loi modélise une épreuve "succés-échec" d’un événement.
2. On note X ~ B(p), et on dit parfois que X est une variable de Bernoulli.
3. Sipe]0,1], alors X(Q) ={0,1}.

Proposition 2.3 |

Soit p € [0,1] et X une variable de Bernouilli de paramétre p. Alors P(X =0) =1 —p.
Démonstration.
L’événement contraire de (X =1) est (X =0),donc P(X =0)=1-P(X=1)=1—p. =

Exemple.
On lance un dé a 5 faces (numérotées de 1 & 5), et on note X =1 si le chiffre est pair. Alors X ~ B (%)

Proposition 2.4 (Indicatrice d’un événement) |

1. La variable indicatrice d’un événement A est une variable de Bernoulli, de paramétre P(A).

2. Reéciproquement, une variable de bernoulli X est la variable indicatrice de I’événement (X = 1).

Démonstration.
Par définition, si A est un événement, 1 4 est & valeurs dans {0,1}, et P(14 =1) = P(A).

Réciproquement, si X est une variable de Bernoulli, c’est la variable indicatrice de A = (X =1). =
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Proposition 2.5

Soient X et Y des variables de Bernoulli.
1. OnaX?=X.

2. XY est une variable de Bernoulli.

Démonstration.
Puisque X ne prend que les valeurs 0 et 1, et que 02 =0, et 1' =1, on a X2 = X.

Puis XY ne peut prendre que 0 ou 1 comme valeur, donc XY est bien une variable de Bernoulli. =

Remarque.
Attention : dans le cas du produit de deux variables de Bernoulli, le paramétre n’est pas le produit des
paramétres de X et Y, ¢f. la notion de variables aléatoires indépendantes au paragraphe 6.

2.3 Loi binomiale

Définition 2.6 (Loi binomiale) |

Soit p € [0,1] et n € N*. Une variable aléatoire sur € suit la loi binomiale de paramétre (n,p) si

X(Q) c [0,n] etsi Vke [0,n]), P(X =k)= <:>pk(1 —p) k.

Remarques.

1. On note X ~ B(n,p).
2. Sipe]0,1], alors X(Q) = [0, n].
3. Une variable binomiale de parameétre (1,p) est une variable de Bernoulli de paramétre p : B(1,p) = B(p).

Théoréme 2.7 (Epreuves de Bernoulli indépendantes)

Soient n € N et (Ey)1<k<n des épreuves de Bernoulli indépendantes de méme parameétre p € [0, 1]. Soit X
le nombre de succes. Alors X ~ B(n,p).

Démonstration.

On a bien sir un nombre de succés qui est compris entre 0 et n, donc X () C [1,n] (I'univers est 2 =
{0,1}").
Pour i € [1,n], notons A; I'événement "la iéme épreuve est un succés" (en terme de notre univers, c’est

I'union de tous les événements dont la composante ¢ vaut 1). Puisque les épreuves sont indépendantes, les
événements (4;)1<i<n sont indépendants.
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Déterminons alors P(X = k) pour k € [0,n]. Pour cela, on considére k entiers 1 < i1 < -+ < i < 1,
et notons ji,...,Jn—k = [1,m] \ {i1,...ix}. Considérons 'événement "succés aux épreuves iy, ..., et échec
ailleurs", qui est

Ay N A, NA; N Ay
Par indépendance de ces événement, on a

P(Ail m"'Aik mA—jlm'“Ajnfk> = P(Ail)"'P(Aik)P(Ajl ...P(Ajnfk) :pk(l _p)n—k‘

Or,
x=K= (Ailm---AikmA_jlm---Ajnfk),
1< << <n

et ces événements sont deux & deux incompatibles, donc

PX=k= Y  p(a-p*

1<ip < <ip<n

Or, c’est une somme a (Z) termes (choix du k-uplet a ranger dans l'ordre strictement croissant, donc choix
d’une k-combinaison). On en déduit que

Exemples.

1. On lance n fois un dé a 6 faces, et on note X le nombre de 3 obtenus : X ~ B(n, %)

2. On tire avec remise successivement n boules dans une urne contenant une proportion de p boules blanches,
et on note X le nombre de boules blanches obtenues. Alors X ~ B(n,p).

Remarque.
La plupart des lois de variable aléatoire n’ont pas de nom. Il faudra alors donner les probabilités de chacun
des événements du s.c.e. associé a la v.a. pour donner la loi.
Voici un exemple. Un jeu payant (5 euros) consiste a lancer une piéce de monnaie deux fois de suites.
Si la piéce donne deux fois le méme résultats, on gagne 6 euros.
—Si pile sort en premier, puis face, on perd la mise.
—Si face sort en premier, puis pile, on gagne 7 euros.
Quelle est la loi du gain G (mise comprise) ? On peut modéliser la situation en posant Q = {P, F}? et
en utilisant la probabilité uniforme sur P(Q2). On a G(2) = {—5,1,2}.
Examinons la loi de G :
Ona (X =1)={(P,P),(F,F)}, donc P(X =1) =2 = 1.
—Puis (X = —5) = {(P,F)} donc P(X = —5) = 1.
—Enfin, (X =2) = {(F,P)} donc P(X =2) = 1.
Pour terminer, la probabilité de gagner est

P(X>O):P((X:Q)U(X:1)):P(X:2)+P(X:1):Z.
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3 Espérance
On fixe un espace probabilisé (€2, P).

3.1 Définitions

Définition 3.1 (Espérance) ‘

L’espérance d’une variable aléatoire réelle X est le réel

z€X ()
ou encore, si X () = {z1,...,z,},
n
E(X)=> aP(X =)
i=1
Remarques.

1. C’est la moyenne coefficienté, le gain moyen d’un jeu. Mais attention, ce n’est pas la valeur qu’on obtient
en répétant suffisament de fois une épreuve.
2. Deux v.a.r. ayant méme loi ont méme espérance.

Exemple.
Un jeu payant (5 euros) consiste a lancer une piéce de monnaie deux fois de suites.
Si la piéce donne deux fois le méme résultat, on gagne 6 euros.
—Si pile sort en premier, puis face, on perd la mise.
—Si face sort en premier, puis pile, on gagne 7 euros.
On a vu que la loi du gain G est (G(Q) = {-5,1,2}) :

et la probabilité de gagner est %. L’espérance de gain est ici

1 1 1 1

A terme, méme si on a plus de chance de gagner que de perdre, on va perdre de 'argent ! Il ne faut pas jouer.

Proposition 3.2

Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, P). Alors

E(X) =) P{wh)X(w).

weN

Démonstration.
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Soit x € X (Q2). Alors
xX=2)= |J {o},

we(X=x)
qui est une union d’événements deux a deux incompatibles, donc

PX=a)=2x Y. Plw)= Y. aPUuh)= Y PHw}X(w).

we(X=x) we(X=x) we(X=x)

On en déduit que

= > Y PUwhX(w) =) PwhX

z€X(Q) we(X=x) weN

ol la derniére égalité découle du fait que

U U {=9

2e€X(Q) we(X=x)

et que c’est une union d’ensembles deux a deux disjoints. =

Définition 3.3 (Variable aléatoire centrée) l

Une variable aléatoire réelle centrée est une variable aléatoire d’espérance nulle.

Exemple.
Si on reprend le jeu précédent avec 8 euros au lieu de 7 (et X () = {—5,1,3}), on obtient une v.a.r. centrée.

3.2 Espérance des lois usuelles

Proposition 3.4 (Espérance d’une variable indicatrice) ‘

Soit A un événement. Alors E(14) = P(A).

Démonstration.

L’univers image est ici {0,1}. On a donc E(14) =0 x P(A)+ 1 x P(A) = P(A). =

Proposition 3.5 (Espérance d’une variable aléatoire certaine) ‘

Soit a € R. L’espérance de la variable aléatoire certaine égale & a est a.

Démonstration.

L’univers image est ici {a}, et la loi est donnée par P(X =a)=1. =

Proposition 3.6 (Espérance d’une loi uniforme) ‘

Soit X une variable aléatoire réelle.

1. Si X ~U([L,n]), alors E(X) = 2L
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2. Si X ~U([0,n]), alors E(X) = 3.

3. Si X ~U([a,b]), alors E(X) = %=,

Démonstration.

On traite le troisiéme point. Les deux premiers en découle aussitét. Comme la loi est uniforme, on a

a—l—b) a+b

b
1 1
(X) kz:;l ><b—a+l b—a—f—lX(( at1) 2

2

Remarque.
Dans le cas d’une variable suivant une loi uniforme & valeurs dans un intervalle d’entiers, ’espérance est

la moyenne des bornes. Mais c’est faux en général. Par exemple, si X ~ U(—1,2,3), alors 'espérance est

1,203 _4_4 =143
_3~|_3_|—3_37é 2

Proposition 3.7 (Espérance d’une loi de Bernoulli) ‘
Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. Alors E(X) = p.

Démonstration.

L’univers image est ici {0,1}, donc E(X)=0x P(X =0)+1xP(X =1)=p. =

Proposition 3.8 (Espérance d’une loi binomiale) ‘
Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi suivant une loi binomiale de paramétre (n,p). Alors

E(X) = np.

Démonstration.

Rappelons que 'univers image est [0,n]. Alors
n n n - n n .
B0 =S kP = 1) = Y k() )t = k()b
k=0 k=0

Or,ona k(}) =n(}-]) sik € [1,n], et donc

k=1
—n ~ (n—1 k=11 _ pyn—k
=np e )P A-p)
k=1
' 1 n—1 n—
= npz< , )pg(l—p)”_l_g
=0
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3.3 Linéarité de I’espérance

Proposition 3.9 (Linéarité de I’espérance) ‘

L’espérance est une forme linéaire sur I'espace des variables aléatoires réelles sur €2, i.e. si X et Y sont des
variables aléatoires réelles sur €, et si A € R, alors

E(X+Y)=EX)+EY), EMX)=AEX).

Démonstration.

On applique la proposition 3.2. On a

EX+Y)=) PHoX +Y)w) =) PHwhX W) +Y ()

weN weN
= 3 PUwhX (@) + 3 PUwhY (w) = B(X) + B(Y).
weN weN

On fait de méme pour AX. =

Corollaire 3.10 (Espérance de aX + b) ‘
Soient (a,b) € R?, et X une variable aléatoire réelle sur Q. Alors E(aX + b) = aE(X) +b.

Démonstration.

On applique la linéarité de l'espérance : E(aX +b) =aE(X)+ E(b) =aE(X)+b. =

| Corollaire 3.11|
Soit X une variable aléatoire réelle sur Q. Alors X — E(X) est centrée.

Démonstration.

Ona E(X — E(X)) = E(X)— E(X) =0 d’apreés le corollaire précédent. m

Meéthode 3.12 (Décomposition d’une v.a.r. en somme de v.a.r. "simples")

On peut décomposer une v.a.r. X dont on cherche I’espérance en une somme de v.a.r. dont on connait les
espérances.

Exemple.
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Une urne contient p boules, dont b blanches. On en tire simultanément n < p. On note X le nombre de
boules blanches obtenues. On cherche I'espérance de X.

On considére comme univers I’ensemble des parties & n éléments de I’ensemble des boules, muni de la
probabilité uniforme. Puis on numérote les boules blanches de 1 a b, et on note X; la variable indicatrice de
I’événement "la boule i est tirée". Son espérance est

p—1
E(X;)=P(X;=1)= G =2
N

(nombre de cas favorables sur nombre de cas total, puisque’il faut tirer la boule ¢, accompagnée d'un choix
de n — 1 boules parmi p — 1). Mais X = Zi’:l X;, donc

b b

EX)=YEX)= "= bn.

i=1 i=1 p p

3.4 Croissance de ’espérance - Inégalité de Markov

Proposition 3.13 (Positivité de ’espérance) ‘

Soit X une variable aléatoire réelle positive sur (€2, P). Alors :

1. E(X)>0.

2. E(X) =0si et seulement si P(X =0) = 1.

Démonstration.

Par définition, si X est positive, son espérance aussi. De plus, une somme de termes positifs est nulle si et
seulement si chacun des termes est nul, donc

E(X)=0 < ) aP(X=1)=0
zeX ()
— Ve X(Q), zP(X=2)=0
= VreX),z#0, P(X=2)=0
= Y PX=x)=PX=0)
zeX ()
< P(X =0)=1,

ol la derniére équivalence découle de Z P(X =x) =1 (systéme complet d’événements). =
z€X ()

Remarque.

Attention : on peut avoir P(X = 0) = 1 sans pour autant que X = 0.

Proposition 3.14 (Croissance de ’espérance) ‘

Soient X et Y des variables aléatoires réelles sur (€2, P), telles que X < Y. Alors F(X) < E(Y).
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Démonstration.

C’est une conséquence de la positivité et de la linéarité : on a ¥ — X > 0, donc E(Y — X) > 0, i.e.
EY)-EX)>0. =

Théoréme 3.15 (Inégalité de Markov) l

Soit X une variable aléatoire réelle positive sur (€2, P). Alors

E(X
Va>0, P(X>a)< (a)

Démonstration.
Montrons que 1(x>q) < % pour tout a > 0. On aura alors (propositions 3.4 et 3.9)
X E(X
P(X 2a)=E (Lixs,) <E <;) = (T)

Soit w € Q. Siw € (X > a), alors I(x3q)(w) =1 < @ Sinon, comme X est positive, on a 1 x>q)(w) =
0g X o
X 4

3.5 Formule de transfert

Théoréme 3.16 (Formule de transfert) ‘

Soit X une variable aléatoire sur (2, P), et f: X(£2) — R. Alors

E(f(X)= Y f@)P(X =a),

zeX ()
ou encore, si X () = {x1,...,z,},
E(f(X)) = Y fz)P(X = ).
i=1
Démonstration.

D’apreés la proposition 1.11, on a, pour tout y € f(X(Q2)),

P(f(X)=y)= Y, 6 PX=u)
zef~1({y})
On en déduit que

E(f(X)= Y. yP(f(X)=y)= > (v DY PX=ux

yef(X) () yef(X)(Q) zef~1({y})
- Y Y yppx=o= Y Y f@PX =2
yef(X)(Q) zef~1({y}) yef(X)(Q) zef~1({y})
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Mais
xo= U ',

yef(X)(Q)

et cette union est disjointe (un x € X (Q2) a une seule image par f), donc

S Y fwPE=n= Y f@PX=u1)

yef(X)(Q) zef~1({y}) zeX(Q)

Remarque.
Dans cette formule, ce sont bien les probabilités P(X = z) qui interviennent, et pas P(f(X) = ..). Clest
I'intérét de cette formule : il n’est pas nécessaire de connaitre la loi de f(X) pour calculer son espérance.

Exemple.
Soit X ~U([—2,2]). Alors E(X) =0, et

2
1 1
B(X?) = ZkQP(X:k>: Zk2x3:5x(2x22+2x12)=2.
k=-2 k=-2

4 Variance, écart type

4.1 Variance - Formule de Ko6nig-Huygens

Définition 4.1 (Moment d’ordre F) |
Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, P), et k € N. Le moment d’ordre k de X est E(XF).

Remarques.

1. Le moment d’ordre 0 est 1, celui d’ordre 1 ’espérance de X.
2. Rappelons que, d’aprés la formule de transfert,

E(XF)= Y 2"P(X =)
z€X(Q)

Définition 4.2 (Variance) ‘

Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, P). La variance V' (X) de X est le moment d’ordre 2 de X — E(X),
(N

V(X)=E((X - B(X))?).

Remarques.

1. La variance est I'espérance, i.e. "la valeur attendue", du carrée de I’écart entre X et son espérance. Elle
mesure donc la dispersion des valeurs autour de I’espérance.
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2. On prend (X — E(X))? plutot que | X — E(X)|, car les calculs sont plus simples avec le carré qu’avec la
valeur absolue.
3.  En appliquant la formule de transfert, on obtient

V(X)= Y (z-E(X))’P(X =u).
zeX(Q)

Proposition 4.3 (Formule de Konig-Huygens) ‘

Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, P). Alors

V(X) = BE(X?) — (E(X))”.

Démonstration.
Ona (X — E(X))? = X? - 2XE(X) + E(X)?, donc, par linéarité de 1’espérance,
V(X) = B(X?) - 2B(X)* + E(E(X)?) = E(X?) - E(X)?,

car F(X)? est une v.a.r. certaine, égale a son espérance. m

| Méthode 4.4

On utilise la formule de Kénig-Huygens pour calculer la variance.

| Méthode 4.5 |

Pour calculer E(X?), on est parfois amené & calculer E(X (X + 1) ou E(X(X — 1)), ce qui permet d’obtenir
E(X?) par linéarité, en connaissant E(X).

4.2 Propriétés de la variance

Proposition 4.6 ’

Soit X une variable aléatoire réelle sur (92, P).

1. V(X)>o0.

2. V(X) =0si et seulement si P(X = E(X)) = 1.

Démonstration.
La variance est ’espérance d’une v.a.r. positive, donc est positive.

Puis, si P(X = E(X)) = 1, alors E(X) € X(f), et par la formule de transfert, E(X?) = E(X)2, donc
V(X)=0.

2

Réciproquement, si V/(X) = 0, la variable aléatoire réelle positive (X — E(X))* a une espérance nulle,

donc d’aprés la proposition 3.13, on a

P(X - E(X))?=0)=1.
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O, ( X -EX)?=0=(X-EX)=0=(X=E(X)),donc PIX =E(X))=1. =

Proposition 4.7 ‘

Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, P), et soit (a,b) € R?. Alors
V(aX +b) = a*V(X).

En particulier, V(X +b) = V(X).

Démonstration.
Par linéarité de 'espérance, on a E(aX + b) = aF(X) + b. Un calcul direct donne alors
((aX +b) — BE(aX +b))* = a®(X — E(X))?,
et donc

V(aX +b) = E(((ax +b) - B(aX + b))2) = E(a2 (X - E(X))2> lin- a2E((X - E(X))Q) = 2V (X).

4.3 Variance des lois usuelles

Proposition 4.8 (Variance d’une variable indicatrice) ‘

Soit A un événement. Alors V(14) = P(A)(1 — P(A)).

Démonstration.

On utilise la formule de Kénig-Huygens : V(X) = E(X?) — E(X)?. Mais ici, X = X2, et E(X) = P(A). =

Proposition 4.9 (Variance d’une variable aléatoire certaine) ‘

Soit a € R. La variance de la variable aléatoire certaine égale a a est 0.

Démonstration.

Déja vu. =

Proposition 4.10 (Variance d’une loi uniforme) ‘

Soit X une variable aléatoire réelle qui suit la loi uniforme sur [a,b] (a,b € Z, a < b). Alors
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Démonstration.

et V(X) = E(X?) — B(X)? = 2221,

Pour le cas général, on utilise la proposition 4.7. Si n = b—a+ 1, la variable X —a+ 1 suit la loi uniforme
sur [1,n], donc
n?—-1 (b—a+1)?2-1

VX —a+1)=V(X) =~ = 3

Remarque.
Il faut se souvenir que b — a + 1 est le nombre d’éléments de 'intervalle [a, b].

Proposition 4.11 (Variance d’une loi de Bernoulli) l

Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. Alors V(X)) = p(1 — p).

Démonstration.

L’univers image est ici {0,1}, donc X? = X, et E(X) = p, donc
V(X) = B(X?) - E(X)* = E(X) - E(X)* =p—p*=p(1 - p).

Proposition 4.12 (Variance d’une loi binomiale) |

Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi suivant une loi binomiale de paramétre (n,p). Alors
V(X) =np(1 = p).

Démonstration.

Rappelons que 1'univers image est [0,7], et que F(X) = np. On va calculer E(X?) a partir de F(X(X —1).
Rappelons que pour k € [2,n], on a

k(k—l)(Z) :n(n—1)<z:§>.

On a alors, par la formule de transfert,

n

B(X Z’f - 1) (Z)pk(l p"F=>"nn-1) (::;);9’“(1 —p)nk

k=2
S s P
7=0

=n(n—1p*(p+1-p)" 2 =n(n—1)p
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On en déduit que E(X?) = E(X(X — 1)) + E(X) = n(n — 1)p* + np, et

V(X)=E(X?) - E(X)? =n(n—1)p* + np—n’p* = np— np” = np(1 — p).

4.4 Ecart type

Définition 4.13 (Ecart-type)

Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, P). Son écart-type est le réel

Remarques.

1. Gréce a la racine carrée, I’écart-type s’exprime avec les mémes unités que la variable X.

2. Comme pour la variance, ’écart-type est une mesure de la dispersion autour de ’espérance. Elle mesure
aussi la "fiabilité" de I'espérance : si I’écart-type est petit (par rapport aux valeurs prises par X)), 'espérance
représente bien X.

‘Déﬁnition 4.14 (Variable réduite) ‘

Une variable aléatoire réelle X sur (2, P) est réduite si o(X) = 1.

‘Proposition 4.15 (Variable centrée réduite associée a X) ‘

Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, P) telle que V(X)) > 0. La variable aléatoire réelle

est centrée réduite, appelée variable centrée réduite associée a X.

Démonstration.

Par linéarité de 'espérance, on a

s <X - E(X)> _BEX-EX))

o(X)
donc la variable est centrée.

Enfin,

donc la variable est réduite. =
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4.5 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Théoréme 4.16 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) ‘

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (€2, P). Alors

V(X)

Ve>0, P(|IX —E(X)|>¢) < .

Démonstration.

La v.ar. (X — E(X))? est positive, et son espérance est V (X). D’aprés l'inégalité de Markov, si e > 0, on a

409

P((X — B(X)) > &%) < ~5-2.

3

Or, les événements (X — E(X))? > €2) et (|X — E(X)| > ¢) sont égaux, d’ou I'inégalité. m

Remarques.

1.  On retourve que la variance mesure la dispersion de X autour de son espérance. Ainsi, pour tout € > 0,
la probabilité que I'écart de X a E(X) soit supérieur a € est d’autant plus petite que la variance de X sera

faible.
2. L’événement (|X — E(X)| < €) est I'événement contraire de (|X — E(X)| > ¢). L’inégalité peut donc se
réécrire
V(X
Ve>0, P(|1X —E(X)|<e)>1- 22 ).

L’inégalité montre donc que X va prendre des valeurs proches de son espérance avec une grande probabilité.

5 Couples de variables aléatoires

5.1 Définitions

Définition 5.1 (Couple de variables aléatoires) ‘

Soient X : Q@ — E et Y : QQ — E’ des variables aléatoires. Le couple des variables aléatoires (X,Y) est la

fonction
Q — Ex E

w — (X (w),Y(w)).

Lorsque EY = E' = R, on a un couple de variables aléatoires réelles.

Exemple.
On tire d’une urne contenant 4 boules blanches, 5 noires et 6 rouges 5 boules. On note X le nombre de boules
blanches, Y le nombre de boules noires. Alors (X,Y’) est un couple de v.a.r.

Remarque.
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Attention, 1'univers image n’est pas X () x Y(Q2) en général, mais seulement {(X(w),Y (w), w € Q}.
Voici un exemple : on lance un dé. On note X le reste modulo 2 du chiffre obtenu, et Y le reste modulo

4. Alors
Q= [[176]]7 X(Q) = {071}7 Y(Q) = {07172a3}a
et
X(92) x V() ={(0,0); (0,1); (0,2); (0,3); (1,0); (1, 1); (15 2); (1,3)} .
On a aussi

(X’Y)(Q) = {<0a0); (O?2>; (13 1)§ (173)} )

comme on peut le vérifier en calculant (X (i),Y (¢)) pour ¢ € [1,6].

Proposition 5.2 (Systéme complet d’événements d’un couple de v.a.r.) ‘

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles sur €. La famille ((X =z)N (Y = y))

(z,y) X ()XY (Q)
est un systéme complet d’événements, appelé systéme complet d’événement associé au couple (X,Y).

Démonstration.

Les ensembles (X = z) N (Y = y) sont bien des événements. Ils sont deux a deux incompatibles puisque si
(x,y) # («/,y), alors par exemple x # 2/, et donc (X =z)N (Y =y)N(X =2')N (Y =¢') = 0. Enfin, si
weQ alorsw € (X = X(w)) N (Y =Y (w)), donc

o- U

(z,y)EX ()XY (Q)

Remarque.

Si X () ={z1,...,2n} et Y(Q) = {y1,...,ym}, La famille s’écrit alors (X = ;) N (Y =y;)) <,y 1<j<m

)

|Corollaire 5.3|
Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires réelles sur €. Alors

Y P(X=o)n(¥ =y)=1,

(z,y)eX ()XY ()

ou encore, si X () = {z1,...,z,} et Y(Q) ={y1,...,ym},

YD P(X=z)n(Y =y;)) =1.

i=1 j=1

Démonstration.

C’est une conséquence de la proposition 5.2 : la somme des probabilités d’un systéme complet d’événements
vaut 1. m

Remarques.
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1. On note en général (X =z)N (Y =y) = (X ==2,Y = y), (remarquez qu'on a aussi (X =z,Y =y) =
(X,Y) = (x,y)), et de méme P(X =2)N (Y =y)) = P(X =z,Y =y).
2. Bien entendu, si (z,y) € (X,Y)(Q), alors P(X =z,Y =y) = 0.

5.2 Loi conjointe et lois marginales

Définition 5.4 (Loi conjointe) ‘

Soient X et Y deux variables aléatoires sur l'espace probabilisé (€2, P). La loi conjointe de X et Y est la
probabilité sur X () x Y () définie par

XQ)xY(€Q) — [0,1]
(z,9) — P(X =2z,Y =y).

Démonstration.

Il faut bien entendu montrer qu’une telle formule définie bien une probabilité sur €2. Pour cela, on applique
le théoréme 2.7 du chapitre 26 : on définit les probabilités des événements élémentaires de X (£2) x Y () avec
les réels positifs P(X = z,Y = y) dont la somme vaut 1 (corollaire 5.3). m

Remarques.

1. Sionnote X(Q) ={z1,...,xp} et Y(Q) ={y1,...,ym}, la loi est déterminée par la famille

(P(X =2, Y = yj)) 1<icp -

1<j<m

On se donne la probabilité de tous les couples possibles.

2. On note souvent la loi conjointe sous forme d’un tableau a double entrée, cf. les exemples.

3. Notons Z(£2) 'univers image du couple (X,Y). On a vu dans un exemple plus haut qu’en général,
Z(Q) # X(Q) x Y(Q). En particulier, si (z,y) € X(2) x Y(Q)\ Z(Q2), alors P(X =z,Y =y) =0.

Exemples.

1. Reprenons 'exemple de lancé du dé, avec X le reste modulo 2, et Y celui modulo 4, et équiprobabilité
de chaque numéro. Alors

X(Q) x Y(2) = {(0,0); (0,1); (0,2); (0,3); (1,0); (1, 1); (1;2); (1,3) } -
On vérifie que

PX=0Y=1)=P(X=0Y=3=P(X=1Y=0=P(X=1Y =2)=0,

puis que
P(X:O,Y:O):P(X:LY:?)):%, P(X:O,Y:2):P(X:1,Y:1):%.
En effet, on a par exemple (X =0,Y = 2) = {2;6}. Sous forme de tableau, on obtient
X\ 0[1]2]3
T T
HTE
1 |o]|Z]0]2
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2. Calculons la loi de la somme X +Y. On a (X +Y)(Q2) = [0,4]. Pour & € [0, 4], notons
Sk ={(i,4) € X(Q) xY(Q), i+j =k} = {(i,5) € [0,1] x [0,3], i +j =k}

Alors
X+Y=k= | X=iY=)),

et comme ces événements sont deux a deux incompatibles, on a
P(X+Y =k = > PX=iY =j).

Par exemple,
PX+Y=2)=P(X=0,Y=2)+P(X=1Y=1)=—.

‘Déﬁnition 5.5 (Lois marginales) ‘

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires. La loi de X est la premiére loi marginale de (X,Y), et la loi
de Y est la deuxiéme loi marginale de (X,Y).

’Théoréme 5.6 (Lois marginales a partir de la loi conjointe) ‘

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires sur Q. Si X () = {x1,...,2p} et Y(Q) = {y1,...,ym}, alors

M-

Vie[[l,p]], P(X:xz> P(szi,Y:yj),

1

<.
Il

|
-M“

=1

Démonstration.

Prouvons la premiére égalité. Elle résulte du fait que la famille ((Y = y;)), <j<m €St un systéme complet
d’événements. On a donc, pour i € [1, p] fixé,

m m

P(X=mz)=) P(X=z)Nn(Y =y;)) =) P(X =u;,Y =y,).

j=1 j=1

Remarques.

1. On peut aussi écrire le théoréme sous la forme suivante :

VoeX(Q), PX=2)= ) PX=zY=y),

VyeY(Q), P(Y =y)= > PX=zY=y).
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2. Les lois marginales ne suffisent pas, en général, & reconstituer la loi conjointe du couple, cf. les exemples.
3. Si on écrit la loi conjointe dans un tableau, les lois marginales s’obtiennent en sommant les lignes ou les
colonnes.

Exemple.
Reprenons l'exemple de lancé du dé, avec X le reste modulo 2, et Y celui modulo 4, et équiprobabilité de
chaque numéro. Le tableau donne alors

X\Y |0]1|2]|3|loideX
I T I
R e
TS AR ARy
loide Y 61313 [ 1
On vérifie que la somme de la derniére ligne, et de la derniére colonne, valent bien 1.

Remarque.
Exemple ot la connaissance des lois marginales ne suffit pas pour retrouver la loi du couple.

A un oral de concours, 3 sujets sont possibles : A, B ou C. Deux candidats participent & ce concours et
tout deux ne maitrisent que le sujet A. Notons X la v.a. modélisant le succés du premier candidat (X =1
si succes, 0 si échec) et Y celle modélisant le succés du second candidat.

On suppose dans un premier temps que le sujet est remis dans le panier des sujets aprés chaque tirage.
Le tableau donnant la loi conjointe est le suivant :

X\Y [ 0] 1 [[loideX
0 [4/9[2/9] 2/3
1 2/9[1/9] 1/3

[loideY [2/3][1/3] 1 |

On suppose maintenant que le tirage du sujet se fait sans remise. En utilisant les probabilités composées, on
a:
PX=0NY =0)=P(X =0)Px_o(Y =0)=2/3x1/2=1/3,
PX=1NnY=0)=1/3x1=1/3,
PX=1NnY=1)=0etP(X=0NY =1)=1/3.

La loi conjointe et les loi marginales sont donc données par le tableau suivant :

X\Y 0 1 || loide X
0 1/3[1/3] 2/3
1 1/3] 0 1/3
[loideY |2/3]1/3] 1 |

On trouve les mémes lois marginales, mais la loi du couple est différente.

5.3 Espérance d’un produit

Proposition 5.7 (Espérance d’un produit) ‘

Soient X et Y des variables aléatoires réelles sur (€2, P). Alors

E(XY) = > wyP(X =2,Y =y),
(z,y)EX ()XY (2)
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ou encore, si X(Q) = {z1,...,x,} et Y(Q) ={y1,...,Ym},

=> Y ayP(X =2;,Y =y;).

i=1 j=1

Démonstration.

Soit Z = (X,Y). Alors Z(Q2) C X(2) x Y(2), et XY = f(Z), ou f est la fonction (x,y) — zy. En
appliquant la formule de transfert & f(Z), on obtient

S F@OPEZ =2 =33y PUXY) = (z0y)),

z€Z () i=1 j=1

car P((X,Y) = (x4,y;)) = 0si (z4,y;) € X(2) x Y(Q) \ Z(22). Cela donne la formule voulue. m

5.4 Lois conditionnelles

Définition 5.8 (Lois conditionnelles) ‘

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires sur I'espace probabilisé (2, P).
1. Soit y € Y () tel que P(Y = y) # 0. La loi de X sachant (Y = y) est la loi de X dans Iespace
probabilisé (2, Piy—y)). Elle est donc déterminée pour tout z € X par :

P(X =z,Y =y)
PY =y)

2. Soit z € X () tel que P(X = z) # 0. La loi de Y sachant (X = z) est la loi de Y dans 'espace

probabilisé (2, P(x—,)). Elle est donc déterminée pour tout y € Y par :

P(Y =y, X = 1)
P(X =1z)

Px=o)(Y =y) =P =y|X =2) =

Remarques.

1. Rappelons que la probabilité Py _,) est la probabilité conditionnelle a I'événement (Y =vy).
2. On parle aussi de loi conditionelle & (Y = y).

Exemple.
On lance deux dés & 4 faces de maniére indépendante (I'univers est donc Q = [1,4]?). On note X le résultat
du premier lancer, Y le second. On pose M = max(X,Y’) et on s’intéresse a la loi du couple Z = (X, M).
On a Z(Q) C [1;4]? (on va voir qu’il n’y a pas égalité).
Soit (i,7) € Z(Q).

Sii>j, (X=i)Nn(M=j)=(X=i)N(max(X,Y) =j) =0,donc P(X =i, M = j) = 0.
—Sii=j,( X=)NM=j)=(X=i)n(Y <i),donc P(X =i)N (M =i) =P(X =i)P(Y <i) =7 x .
~Sii<j,(X=)nNM=j)=X=0)nY =4), doa P(X =i)N(M =j) =1 x 1.
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La loi conjointe et les lois marginales sont donc :

X\M 1 2 3 4 || loide X
1 1 1 1
T L e
2 0 i6 ? 11—6 1/4
3 0 [ 01y [ g 1/4
4 o oo+ 1/4

| loi de M [ 1/16 [ 3/16 | 5/16 | 7/16 || |

La loi de X sachant (M = 2) s’obtient en regardant la colonne (M = 2), et a diviser par la probabilité
P(M = 2) qui est dans la ligne "loi de M". Par exemple,

1/16 1
Pu=2)(X =1) = 3;—16 =3

Théoréme 5.9 (Loi conjointe par loi marginale et lois conditionnelles) |

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires sur €2.

5. P(X—ay—y) =LY =9PX =alt =y) sl PA"=y) £0
| 7 ’ PX=2)P(Y =yl X =2) siP(X=x)#0

4. P(X=z)= Y P =y)P(X =z|Y =y) sipour tout y € Y(2), P(Y =y) #0.

5. P(Y=y)= > PX=xz)P(Y =y|X =) si pour tout x € X(Q), P(X =z) #0.
z€X(Q)
Démonstration.

Le 1 découle de la définition des probabilités conditionelles. Les points 2 et 3 découlent directement du
théoréme 5.6 et du point 1. =

Remarque.

On en déduit que la loi marginale d’une des variable associée & sa probabilité conditionnelle donne la loi
conjointe.
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6 Variables aléatoires indépendantes

‘Déﬁnition 6.1 (Couple de variables aléatoires indépendantes) ‘

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires sur (€2, P). Elles sont indépendantes pour la probabilité P si
pour tout A C X(Q2) et B C Y(Q), les événements (X € A) et (Y € B) sont indépendants pour la probabilité
P, i.e. si

V(A,B) e P(X(2) xP(Y(R2)), P(X e AY e B)=P(X e AP(Y € B).

Proposition 6.2 ‘

Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires sur (£2, P). Elles sont indépendantes si et seulement si pour tout
(z,y) € X(2) x Y(Q), les événements (X = z) et (Y = y) sont indépendants, i.e.

V(z,y) € X(Q) xY(Q), PX=2,Y =y)=P(X =z)P(Y =y).

Démonstration.
Si X et Y sont indépendantes, les événements A = {z} et B = {y} sont bien indépendants.

Réciproquement, supposons que pour tout (z,y) € X(Q) x Y (), les événements (X = z) et (Y = y)
sont indépendants. Soient A C X (2) et B C Y (€2). On a donc

(XeAnyeB = JX=2)n(¥ =y).
zeAyeB

Mais tous ces événements sont incompatibles, et de plus indépendants par hypothése, et en nombre fini, donc

Y>> PX =Y =y)

P(X € AY € B)

r€AyYyEB
=Y ) P(X=2)P(Y =y)
€A YEB
= (Z P(X = g;)) Y P =y)
€A yeB

=P(X € A)P(Y € B).

Les événements sont bien indépendants. =

Remarques.

1. Si (X,Y) sont indépendantes, les lois marginales déterminent entiérement la loi conjointe (par produit).

2. Comme pour les événements, l'indépendance dépend de la probabilité choisie. Prenons par exemple
Q= {1, 2}2. On note X la premiére coordonnée, Y la deuxiéme. On note P la probabilité uniforme sur (2,
et P’ la probabilité définie par

sii=j,

P'((i,5) = {
C’est une probabilité car la somme des probabilités des événements élémentaires vaut 1. On a alors
1 1 1

x5 =P(X =i)P(Y = ).

= Wl

sinon.
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Mais 1
P’(le,Yzl) = §7éP’(X:1)P’(Y:1):

N

par la formule des probabilités totales (ou : mémes lois marginales que P).

Proposition 6.3 ‘

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires sur (€2, P). Elles sont indépendantes si et seulement si au moins
une des deux conditions suivantes est vérifiée :

1. V(z,y) € X(Q) xY(Q), P(Y =y) £ 0= P(X = 2|V =y) = P(X = ).

2. V(x,y) € X(Q) xY(Q), P(X =2) #0 = P(Y =y|X =) = P(Y =y).

Démonstration.
Montrons I’équivalence avec le point 1.

Si X et Y sont indépendantes, et (z,y) € X(Q) x Y(Q), et P(Y =y) # 0, alors

PX =2Y =y) md PX =2)P(Y =y) _

P(X =z|Y =y) = P(Y =y) P(Y =vy)

P(X =ux).

(On peut aussi utiliser la proposition 4.2 du chapitre 26 appliquée aux événements A = (Y = y) et
B = (X =u1)).

—Traitons la réciproque. On suppose que 1 est vérifié. Soit (x,y) € X(2) x Y(€2). Montrons alors que
P(X =z,Y =y) = P(X = x)P(Y =y). Cela prouvera que X et Y sont indépendantes (proposition 6.2).

SiPY=y)=0,onaP(X =2Y=y)=0(car (X =2,Y=y) C (Y =y)),donc P(X =2,V =
y) = P(X = z)P(Y = y). Sinon, on raisonne comme pour la proposition 4.2 du chapitre 26 appliquée aux
événements A = (Y =y) et B = (X = x).
La proposition est démontrée. =

Proposition 6.4 (Images de variables indépendantes) ‘

Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes sur (€2, P). Soit f une fonction définie sur X (£2) et g une
fonction définie sur Y'(2). Alors les variables aléatoires f(X) et g(Y') sont indépendantes pour la probabilité
P.

Démonstration.

Prenons par exemple des fonctions f et g & valeurs réelles. Soient A et B des parties de R. Alors
P(f(X) e Ag(Y) € B) = P(X € fT1(A),Y € g (B))
=P(X € fTH(A)P(Y € g'(B))
P(f(X) € A)P(g(Y) € B).

Les variables f(X) et g(Y) sont bien indépendantes. m

Remarque.
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Traitons le cas de la somme de deux variables indépendantes. On a

P(X+Y=z2= Y PX=zY=y)= Y PX=x)PY =y).
THy=z r+y=z
Dans le cas ot X et Y sont a valeurs dans N, cela donne

k
P(X+Y =k) =) P(X =P =k—1).
=0

Proposition 6.5 (Espérance d’un produit de variables indépendantes) l

Soient X et Y des variables aléatoires réelles indépendantes sur (2, P). Alors E(XY) = E(X)E(Y).

Démonstration.

Soit (z,y) € X(©) x Y(2). Comme X et Y sont indépendantes, on a
PX=2zY=y)=PX=x)P(Y =y),
et donc, si X(2) ={z1,...,z,} et Y(Q) ={y1,...,ym}, on a

E(XY)=> Y azy;P(X =Y =y;)

- ZinyjP(X =z;)P(Y =y;)
- <Z rP(X = xi)> >y P(Y =y))
i=1 J=1
=E(X)E(Y).
Remarque.

Attention : la réciproque est fausse : si E(XY) = E(X)E(Y), en général, les variables X et Y ne sont pas
indépendantes. Si X ~ U([-1,1]) et Y = X2, on a E(X) =0, E(Y) = E(X?) = % (utilisez la formule de
transfert), et F(XY) = E(X?3) = 0 (de méme, formule de transfert), donc E(XY) = E(X)E(Y). Pourtant,
PX=1,Y=0)=0#P(X =1)P(X?=0).

7 Covariance

7.1 Définition

Définition 7.1 (Covariance de deux variables aléatoires réelles) ‘

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilisé (€2, P). La covariance
de X et Y est le réel
Cov(X,Y) = E((X — B(X))(Y — E(Y))).
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Remarques.

1. C’est l'espérance du produit des variables aléatoires centrées associées a X et Y.

2. La covariance mesure combien les variables sont corrélées. Si elle est > 0, les variables varient dans le
méme sens (si 'une est grande, 'autre aussi).

3. On a bien str Cov(X, X) = V(X).

Proposition 7.2 ’

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilisé (2, P). Alors

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Démonstration.

Par linéarité, on a

Cov(X,Y) = E(XY —E(Y)X - E(X)Y + E(X)E(Y)) = E(XY)—E(Y)E(X)—E(X)E(Y)+E(X)E(Y)
= E(XY) — E(X)E(Y).

Remarque.
On rappelle qu’on a déja vu comment calculer 'espérance d’un produit, cf. la proposition 5.7.

Exemple.

On reprend un exemple vu au paragraphe 5.4. On lance deux dés & 4 faces de maniére indépendante. On
note X le résultat du premier lancer, Y le second. On pose M = max(X,Y’). La loi conjointe et les lois
marginales sont données par

X\M 1 2 3 4 || loide X
2 02 % | % 1/4
3 0 0 6 in 1/4
4 0 0 0 6 1/4

| loi de M | 1/16 [ 3/16 | 5/16 | 7/16 || |

Déterminons maintenant E(X M) grace a la proposition 5.7 : ¢’est une somme a 4 x 4 = 16 termes (puisque
Z(Q) = [[1,4]]2), mais il y a 6 probabilités nulles, donc il reste une somme & 10 termes, et on obtient
E(XM) = 13 Les lois marginales nous donnent aussi E(X) = 5 et E(M) = 3, donc Cov(X, M) =22 >0:

M a d’autant plus de chance d’étre grand si X 'est.

7.2 Propriétés de la covariance

Proposition 7.3 (Bilinéarité) ‘

La covariance est une forme bilinéaire symétrique positive sur 'espace des variables aléatoires réelles sur 2.

Démonstration.
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C’est une conséquence de la linéarité de 'espérance. =

Remarque.
Attention : elle n’est pas définie positive, car V(X)) = 0 n’implique pas X = 0, mais seulement P(X = 0) = 1.

Proposition 7.4 (Cas de variables indépendantes) ‘

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes définies sur un méme espace probabilisé (2, P).
Alors Cov(X,Y) = 0.
Démonstration.

On utilise les propositions 6.5 et 7.2. =

Remarques.

1. La réciproque est fausse. Il suffit de reprendre ’exemple de deux variables aléatoires X et Y non indé-
pendantes telles que E(XY) = E(X)E(Y), juste aprés la proposition 6.5.
2. Deux variables dont la covaraince est nulle sont dites non corrélées.

7.3 Variance d’une somme

Théoréme 7.5 (Variance d’une somme de deux variables) ‘

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilisé (2, P). Alors

V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y).

Démonstration.

On utilise la bilinéarité et la symétrie de la covariance : on a
V(X+4Y) = Cov(X+Y, X+Y) = Cov(X, X)+Cov(Y,Y)+Cov(X,Y)+Cov(Y,X) = V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y).

Remarque.
On en déduit que V(aX +bY) = a®V(X) + b*V(Y) + 2abCov(X,Y).

Théoréme 7.6 (Variance d’une somme de deux variables indépendantes) l

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes définies sur un méme espace probabilisé (€2, P).
Alors
VIX+Y)=V(X)+ V().
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Démonstration.

D’apreés la proposition 7.4 et le théoréme 7.5, si X et Y sont indépendantes, Cov(X,Y) = 0, donc V(X+Y) =
V(X)+V(Y). =

8 Extension aux n-uplets de variables aléatoires

8.1 Définitions

Définition 8.1 (n-uplet de variables aléatoires) ‘

Soit n € N* et X1q,..., X, des variables aléatoires sur () a valeurs respectivement dans Ff1, ..., E,. Le n-uplet
de variables aléatoires (X71,...,X,,) est la variable aléatoire
Q — Fy x---x FE,

W (Xl(w), . ,Xn(w)).

Si Ex = R pour tout k, (X1,...,X,) est un n-uplet de variables aléatoires réelles.

Proposition 8.2

Soit n € N* et X7q,..., X, des variables aléatoires sur 2. La famille

((Xl = xl) n---N (Xn - xn)>(wl,...,xn)exl(g)X"'XX"(Q)

forme un systéme complet d’événements de €.

Démonstration.

La démonstration est la méme que celle de la proposition 5.2. =

Définition 8.3 (Loi conjointe, lois marginales) ‘

Soit (X1,...,X,) un n-uplet de variables aléatoires sur ’espace probabilisé (£2, P). La loi conjointe de
Xi,...,X, est la probabilité sur X;(2) x --- x X,,(Q) définie par

X1(2) x - x Xp(Q) — [0,1]
(1,0, Zn) — P(X1 =x1,..., X = xp).
Les lois marginales sont les lois de X1,..., X,.

Remarque.
C’est bien une probabilité car, comme pour les couples de variables aléatoires, elle est définie sur les événe-
ments élémentaires de X7 (£2) x - -+ x X,(£2), et la somme des probabilités vaut 1 (systéme complet d’événe-
ments).
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Théoréme 8.4 (Lois marginales) l

Soit (Xi,...,X,) un n-uplet de variables aléatoires sur l'espace probabilisé (€2, P). Pour i € [1,n], notons
n; = card(X;(Q)), et X;(Q) = {zi1,...,Tin, }. On a alors pour tout j € [1,n,],

P(X; = z;5) = E P(X1 =21, Xic1 =151, Xi = 245, Xig1 = Tig15415 -+ Xn = Tnj, ).
1<j <ng
k=1, .., ki
Démonstration.

C’est encore une fois la formule des probabilités totales. Faites la démonstration si tout le reste est acquis. =

Remarque.
La somme se fait en fixant X; = x;;.

Exemple.
On considére une urne contenant p boules numérotées de 1 a p. On en tire simultanément n boules (n < p).
Les numéros obtenus sont notés Y3 < Yy < --- < Y,,. On veut la loi du n-uplet Z = (Y1,...,Y,), et les lois
marginales.
Soit (y1,-..,yn) € [1,p]". Par définition des Yy, si deux des y; sont égaux, ou si le n-uplet n’est pas rangé
dans l'ordre croissant, on a P(Y7 = y1,...,Y, = y,) = 0. Sinon, il y a (ﬁ) tirages possibles, équiprobables,
chacun donnant un et un seul n-uplet rangé dans l'ordre strictement croissant, donc

1< <yp=PYi=y1,....Yn=1y,) = G}
n
On a la loi conjointe de Z.
Déterminons maintenant les lois marginales. Fixons k € [1,n]. L'ensemble des valeurs prises par Y} est
[k, p—n+k] (de (Y1,...,Yr) = (1,...,k)a (Y,...,Y,) = (p—n+k,...,p)). Fixons alors y; € [k,p—n+k]. Un
n-uplet (y1,...,yn) a une probabilité non nulle de sortir si et seulement si 1 < y1 < -+ Yp_1 < Yp < Yr1 <
-+ < Yp. Il 'y a donc (y,f__ll) choix possible pour (y1,...,yk-1), et (¥ %) choix possibles pour (Yg41,.-.,¥yn),

donc finalement (yk’“:ll) (7; iy]?) n-uplets a probabilité non nulle, et toutes égales, donc

P(Yy=uy) =

8.2 Indépendance de n variables aléatoires

‘Déﬁnition 8.5 (Indépendance mutuelle de variables aléatoires) ‘

Des variables aléatoires X7,..., X, sur (2, P) sont mutuellement indépendantes si pour tout 4; C X;(f2)
(t=1,...,n), les événements (X € A;),..., (X, € A,,) sont indépendants, i.e. si

VAL X x Ay € P(X1(Q)) x -+ x P(Xn(Q), P(X1 € Ay, Xy € An) = [[ P(Xi € 4)).
=1

Remarques.

626



H. Thys, MP2I du lycée Victor Hugo de Besangon

1. On dit aussi simplement "indépendantes".
2. Rappelons que la notation Ay x ---x 4, € P(X1(R)) x--- x P(X,,(Q2)) signifie que pour tout i =1,...,n,

Proposition 8.6 |

Des variables aléatoires Xi,..., X, sur (€2, P) sont mutuellement indépendantes si, et seulement si, pour
tout (1,...,2,) € X1(Q) X -+ x X, (92), les événements (X7 = z1),..., (X, = z,) sont indépendants, i.e.
si, et seulement si,

V (@1, ,2n) € X1(Q) X - x Xp(Q), P(Xy =a1,..., X = 2n) = [[ P(Xi = 33).

Démonstration.

Comme pour les couples. Faites-1a si vous avez le temps. Sinon, admis. =

Théoréme 8.7 (Variance d’une somme) ‘

Soient X7, ..., X, des variables aléatoires réelles sur (2, P). Alors

=1

1<i<j<n

Démonstration.

C’est une récurrence sur n. Faites le si vous avez le temps. =

Théoréme 8.8 (Variance d’une somme de variables deux a4 deux indépendantes) ‘

Soient X7, ..., X, des variables aléatoires réelles deux a deux indépendantes sur (2, P). Alors

V(X144 X)) =Y V(X).

Démonstration.

C’est le méme raisonnement. On utilise la proposition 7.4 et le théoréme 8.7. =

Proposition 8.9 (Sommes de variables de Bernoulli indépendantes) l

Soient X1,..., X, des variables aléatoires réelles de Bernoulli, de paramétre p, deux & deux indépendantes
sur (2, P). Alors
V(X1 4+ .. +Xn) = np(l —p).

Démonstration.
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Chacune a une variance de p(1 — p). Ou encore Xy + -+ X,, ~ B(n,p). =

Remarque.
Si on sait décomposer une variable binomiale de paramétre (n,p) en somme de variables de Bernoulli deux
4 deux indépendantes, on trouve facilement la variance de la variable binomiale.
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