Chapitre 34

Variables aléatoires sur un espace
probabilisé fini

Dans tout ce chapitre, on fixe un espace probabilisé fini (€2, P).

1 Variables aléatoires

1.1 Définitions

Définition 1.1 (Variable aléatoire)

1. Une variable aléatoire sur €2 est une application définie sur (2.
2. Une variable aléatoire réelle sur €2 est une application définie sur €2 a valeurs dans R.

Définition 1.2 (Variable aléatoire constante)

Une variable aléatoire constante (ou certaine) sur l'univers €2 est une fonction constante sur 2.

Définition 1.3 (Variable indicatrice d’un événement)

Soit A un événement de 2. La variable indicatrice de A est la variable aléatoire réelle

1, : Q — R
1 siweA,
w o — )
0 sinon.

Proposition 1.4 (Image d’une variable aléatoire)

Soit X une variable aléatoire sur €, et f une fonction définie sur X (). Alors f o X est une variable
aléatoire sur €, notée f(X).

1.2 Notations

Soit X une variable aléatoire sur €2, a valeurs dans un ensemble E. On considére également une
probabilité P sur 2, et A € P(E).
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1. L’événement X 1(A) = {w € Q, X(w) € A} C Q se note {X € A} ou (X € A).

2. Si X est une variable aléatoire réelle, on note

*(X_xV“UVﬂﬂ {we, X(w) =2} =X"({z}).
— (X <1)= (X <2} = {w €O X(w) <2} = X(] - 00,1])
— (X = > r)={X2zr}={weQ, X(w)=>z}=X "z, +o0]).
— X<o)={X<zr}={we, X(w)<z}=X"]— o0,z
— (X >r)={X>z}={weQ, X(w)>z}=X""(z,+o0[)

(Ce sont des événements.)
3. Onnote P(X € A) = P({X € A}) et P(X =x) = P({X = z}).

Proposition 1.5 ‘

Soit X : ) — E une variable aléatoire sur €2, et A, B C E. Alors
(XeAUu(XeB)=(XeAUB), (XeAN(XeB)=(XeANB).

Proposition 1.6|
Soit X : ) — E une variable aléatoire sur €2, et A C F. Alors

(Xed)=XecAnX@Q)= |J X=a).
z€ANX ()

1.3 Loi d’une variable aléatoire

On rappelle qu’on a fixé une probabilité P sur €.

Théoréme 1.7 (Loi de X)

Soit X une variable aléatoire sur §2. L’application

P(X(Q) — 0, 1]
A — P(X € A)

est une probabilité sur X (€2), appelée loi de X, et notée Px.

Proposition 1.8 (Systéme complet d’événements associé a X)

Soit X une variable aléatoire sur 2. La famille ({X = 2}),cx () est un systéme complet d’événements
de €2, appelé systéme complet d’événements associé & X. En particulier,

» Px =1.

z€X(Q)

Proposition 1.9
Soit X une variable aléatoire sur €2. Pour tout A C X (£2), on a

P(X e A) = ZP

T€EA

Autrement dit, la loi de X est entiérement déterminée par la donnée des <P(X = m)) @
zeX (2

300



H. Thys, MP2I du lycée Victor Hugo de Besangon

| Méthode 1.10]

Pour déterminer la loi d’'une variable aléatoire X, on détermine X (€2), et pour tout x € X(£2), on
calcule P(X = x).
Pour cela, on peut remarquer que P(X = x) = Z P({w}).

weN
X(w)=z

Proposition 1.11 (Loi de f(X))

Soit X une variable aléatoire sur 2, et f une application définie sur X (€2). La loi de f(X) est donnée
par :

Vye f(X)Q), PF(X)=y) = Y PX=u)

zef~1({y})
ou encore, si X (Q) = {zy,..., 2.},

Vye fX)Q), P(f(X)=y)= Y P(X=u)

2 Lois usuelles

2.1 Loi uniforme

Définition 2.1 (Loi uniforme)

1. Soit n € N*. Une variable aléatoire X sur  suit la loi uniforme sur [1,n] si X(Q) = [1,n], et si
1
Vkelln], P(X=k =—.
n
2. Soient a,b € Z avec a < b. Une variable aléatoire X sur € suit la loi uniforme sur [a,b] si
X(Q) = [a,b], et si
1
k b, P(X =k) = ———.

2.2 Loi de Bernoulli

Définition 2.2 (Loi de Bernoulli)

Soit p € [0, 1]. Une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de paramétre p si X () C {0, 1}, et
si P(X =1)=p.

Proposition 2.3 ‘

Soit p € [0,1] et X une variable de Bernouilli de paramétre p. Alors P(X

Proposition 2.4 (Indicatrice d’un événement)

1.

La variable indicatrice d'un événement A est une variable de Bernoulli, de paramétre P(A).
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2. Réciproquement, une variable de bernoulli X est la variable indicatrice de I'événement (X = 1).

Proposition 2.5
Soient X et Y des variables de Bernoulli.
1. OnaX?2=X.

2. XY est une variable de Bernoulli.

2.3 Loi binomiale

Définition 2.6 (Loi binomiale)

Soit p € [0, 1] et n € N*. Une variable aléatoire sur 2 suit la loi binomiale de paramétre (n,p) si

n

X(Q)c [0,n] etsi Vke [0,n], P(X=k)= (k)pk(l —p)"

Théoréme 2.7 (Epreuves de Bernoulli indépendantes)

Soient n € N et (Ey)1<k<n des épreuves de Bernoulli indépendantes de méme paramétre p € |0, 1].
Soit X le nombre de succes. Alors X ~ B(n,p).

3 Espérance

On fixe un espace probabilisé (€, P).

3.1 Définitions

Définition 3.1 (Espérance)

L’espérance d’une variable aléatoire réelle X est le réel

E(X)= ) zP(X=u),

zeX(Q)

ou encore, si X(Q) ={zy,..., 2.},

E(X) = Z 2, P(X = ;).

Proposition 3.2

Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, P). Alors

E(X) =) P{w})X(w).

weN

Définition 3.3 (Variable aléatoire centrée)

Une variable aléatoire réelle centrée est une variable aléatoire d’espérance nulle.
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3.2 Espérance des lois usuelles

Proposition 3.4 (Espérance d’une variable indicatrice)

Soit A un événement. Alors E(14) = P(A).

Proposition 3.5 (Espérance d’une variable aléatoire certaine)

Soit a € R. L’espérance de la variable aléatoire certaine égale a a est a.

Proposition 3.6 (Espérance d’une loi uniforme)

Soit X une variable aléatoire réelle.
1. Si X ~U([1,n]), alors E(X) = "I=.
2. Si X ~U([0,n]), alors E(X) = %.

3. Si X ~U([a,b]), alors B(X) = <.

Proposition 3.7 (Espérance d’une loi de Bernoulli)

Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. Alors E(X) = p.

Proposition 3.8 (Espérance d’une loi binomiale)
Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi suivant une loi binomiale de paramétre (n,p).

Alors E(X) = np.

3.3 Linéarité de ’espérance

Proposition 3.9 (Linéarité de ’espérance)
L’espérance est une forme linéaire sur l’espace des variables aléatoires réelles sur €2, 7.e. si X et Y
sont des variables aléatoires réelles sur 2, et si A € R, alors

E(X+Y)=EX)+E(Y), EM\X)=AEX).

Corollaire 3.10 (Espérance de aX + b)
Soient (a,b) € R?, et X une variable aléatoire réelle sur Q. Alors E(aX +b) = aE(X) + b.

| Corollaire 3.11|
Soit X une variable aléatoire réelle sur 2. Alors X — E(X) est centrée.

Méthode 3.12 (Décomposition d’une v.a.r. en somme de v.a.r. "simples")

On peut décomposer une v.a.r. X dont on cherche I’espérance en une somme de v.a.r. dont on connait

les espérances.
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3.4 Croissance de ’espérance - Inégalité de Markov

Proposition 3.13 (Positivité de ’espérance)

Soit X une variable aléatoire réelle positive sur (2, P). Alors :

1. E(X)>0.

2. E(X)=0siet seulement si P(X =0) = 1.

Proposition 3.14 (Croissance de ’espérance)

Soient X et Y des variables aléatoires réelles sur (€2, P), telles que X < Y. Alors E(X) < E(Y).

Théoréme 3.15 (Inégalité de Markov)

Soit X une variable aléatoire réelle positive sur (€2, P). Alors

E(X)

Va>0, P(X>a)<
a

3.5 Formule de transfert

Théoréme 3.16 (Formule de transfert)

Soit X une variable aléatoire sur (€2, P), et f: X(Q2) — R. Alors

E(f(X)= Y fl@)P(X =),
)

zeX(Q

ou encore, si X (Q) ={zy,...,z,},

E(f(X)) = Zf(xi)P(X = l"z)

4 Variance, écart type

4.1 Variance - Formule de Konig-Huygens

Définition 4.1 (Moment d’ordre k)
Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, P), et k € N. Le moment d’ordre k de X est E(X*).

Définition 4.2 (Variance)

Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, P). La variance V(X)) de X est le moment d’ordre 2 de
X — E(X), i.e.
V(X) = E((X ~ B(X)).
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Proposition 4.3 (Formule de Kénig-Huygens)

Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, P). Alors

2

V(X) = E(X*) - (B(X))".

|Méthode 4.4

On utilise la formule de Konig-Huygens pour calculer la variance.

| Méthode 4.5

Pour calculer F(X?), on est parfois amené a calculer E(X (X + 1) ou E(X (X — 1)), ce qui permet
d’obtenir F(X?) par linéarité, en connaissant E(X).

4.2 Propriétés de la variance

‘ Proposition 4.6 ‘

Soit X une variable aléatoire réelle sur (£, P).

1. V(X)>o0.

2. V(X)=0siet seulement si P(X = E(X)) = 1.

Proposition 4.7|

Soit X une variable aléatoire réelle sur (£2, P), et soit (a,b) € R?. Alors
V(aX +b) = a*V(X).
En particulier, V(X + b) = V(X).

4.3 Variance des lois usuelles

Proposition 4.8 (Variance d’une variable indicatrice)

Soit A un événement. Alors V(1 4) = P(A)(1 — P(A)).

Proposition 4.9 (Variance d’une variable aléatoire certaine)

Soit a € R. La variance de la variable aléatoire certaine égale a a est 0.

Proposition 4.10 (Variance d’une loi uniforme)

Soit X une variable aléatoire réelle qui suit la loi uniforme sur [a,b] (a,b € Z, a < b). Alors

(b—a+1)2-1
12 '

V(X) =

En particulier, si X ~ [1,n] (n € N), alors V(X) = nigl

Proposition 4.11 (Variance d’une loi de Bernoulli)

Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi de Bernoulli de paramétre p. Alors V(X)) = p(1—p).
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Proposition 4.12 (Variance d’une loi binomiale)

Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi suivant une loi binomiale de paramétre (n,p).
Alors V(X)) = np(1 — p).

4.4 Ecart type

Définition 4.13 (Ecart-type)

Soit X une variable aléatoire réelle sur (£, P). Son écart-type est le réel

Définition 4.14 (Variable réduite)

Une variable aléatoire réelle X sur (€2, P) est réduite si o(X) = 1.

Proposition 4.15 (Variable centrée réduite associée a X)

Soit X une variable aléatoire réelle sur (€2, P) telle que V(X) > 0. La variable aléatoire réelle

X —-FEX

T() est centrée réduite, appelée variable centrée réduite associée a X.
o

4.5 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Théoréme 4.16 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (€2, P). Alors

Ve>0, P(|X - E(X)|>¢) <

5 Couples de variables aléatoires

5.1 Définitions

Définition 5.1 (Couple de variables aléatoires)

Solent X : Q — Eet Y : 0 — E’ des variables aléatoires. Le couple des variables aléatoires (X,Y)

est la fonction
Q — ExFE

w — (X(w),Y(w)).

Lorsque £ = E' = R, on a un couple de variables aléatoires réelles.

Proposition 5.2 (Systéme complet d’événements d’un couple de v.a.r.)
Soit (X, Y') un couple de variables aléatoires réelles sur ). La famille ((X =z)NY = y))
(z,9)EX(Q) XY ()

est un systéme complet d’événements, appelé systéme complet d’événement associé au couple (X, Y).
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‘ Corollaire 5.3 ‘

Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires réelles sur 2. Alors

(z,y)EX ()XY (Q2)

ou encore, si X(Q) ={zy,...,2,} et Y(Q) ={y1,. .., Ym},

S P((X =) n (Y =y) = L.

i=1 j=1

5.2 Loi conjointe et lois marginales

Définition 5.4 (Loi conjointe)

Soient X et Y deux variables aléatoires sur ’espace probabilisé (€2, P). La loi conjointe de X et Y
est la probabilité sur X (2) x Y(2) définie par

XQ)xY(Q) — [0,1]
(x,y) — P(X =uzY =y).

Définition 5.5 (Lois marginales)

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires. La loi de X est la premiére loi marginale de (X,Y), et
la loi de Y est la deuxiéme loi marginale de (X,Y).

Théoréme 5.6 (Lois marginales a partir de la loi conjointe)

Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires sur €. Si X(Q) = {z1,...,2,} et Y(Q) ={v1,..., Y},

alors
Viellpl, P(X =) =Y P(X =,V =y),
j=1
p
viellm], P(Y =y) =) P(X=u,Y =y,
=1

5.3 Espérance d’un produit

Proposition 5.7 (Espérance d’un produit)

Soient X et Y des variables aléatoires réelles sur (€2, P). Alors

E(XY)= Y, = wyP(X=zY=y),
(z,y)eX ()XY ()

ou encore, si X(Q) ={zy,...,z,} et Y(Q) ={v1,. .., Ym},

E(XY) =YY zyP(X =2,,Y =y,).

i=1 j=1
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5.4 Lois conditionnelles

Définition 5.8 (Lois conditionnelles)

Soit (X,Y') un couple de variables aléatoires sur 1’espace probabilisé (£2, P).

1. Soit y € Y(Q) tel que P(Y =y) # 0. La loi de X sachant (Y = y) est la loi de X dans l’espace
probabilisé (€2, Py—y)). Elle est donc déterminée pour tout x € X par :

P(X =zY =y)

Py—y(X =) = P(X =2V =y) = =55

2. Soit z € X(Q) tel que P(X = z) # 0. La loi de Y sachant (X = z) est la loi de Y dans
I'espace probabilisé (2, Pix—,)). Elle est donc déterminée pour tout y € Y par :

PY=y,X=x)

P(X =x)

P(X:m)(Y =y)=PY =yl X=2)=

Théoréme 5.9 (Loi conjointe par loi marginale et lois conditionnelles)

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires sur §.

I P(X=2)= > PX=zY=y).
YeEY (Q)

2. P(Y=y)= ) PX==zY=y).
z€X(Q)
On a de plus :

PY =y)P(X =zlY =y) siPY =y)#0
X=z)PY=ylX=2) siP(X=z)#0

I
8

4. P(X=z)= ) P =y)P(X =z[Y =y)sipour tout y € Y(Q), P(Y =y) # 0.

5. P(Y =y)= Z P(X =2)P(Y = y|X = z) si pour tout x € X(Q), P(X ==x) # 0.

6 Variables aléatoires indépendantes

Définition 6.1 (Couple de variables aléatoires indépendantes)

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires sur ({2, P). Elles sont indépendantes pour la probabilité
P si pour tout A C X(Q) et B C Y(2), les événements (X € A) et (Y € B) sont indépendants pour
la probabilité P, i.e. si

V(A,B)e P(X(Q)xPY(Q), PIXe AYe B)=P(X e AP € B).
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Proposition 6.2 ‘

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires sur (€2, P). Elles sont indépendantes si et seulement si
pour tout (z,y) € X(Q) x Y(), les événements (X = x) et (Y = y) sont indépendants, i.e.

V(z,y) € X(Q) xY(Q), P(X =2,Y =y)=P(X =x)PY =y).

Proposition 6.3‘
Soit (X, Y') un couple de variables aléatoires sur (2, P). Elles sont indépendantes si et seulement si

au moins une des deux conditions suivantes est vérifiée :

1.V (z,y) € X(Q) xY(Q), P(Y =y) £0 = P(X = 2|V =y) = P(X = z).

2. V(r,y) e X()xY(Q), PX=2)#0= PY =y|X =2) =P =y).

Proposition 6.4 (Images de variables indépendantes)

Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes sur (£2, P). Soit f une fonction définie sur X (2)
et g une fonction définie sur Y (€2). Alors les variables aléatoires f(X) et g(Y') sont indépendantes
pour la probabilité P.

Proposition 6.5 (Espérance d’un produit de variables indépendantes)

Soient X et Y des variables aléatoires réelles indépendantes sur (§2, P). Alors E(XY) = E(X)E(Y).

7 Covariance

7.1 Deéfinition

Définition 7.1 (Covariance de deux variables aléatoires réelles)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilisé (€2, P). La
covariance de X et Y est le réel

Cov(X,Y) = E((X — BX))(Y - E(Y))).

Proposition 7.2

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilisé (€2, P). Alors

Cov(X,Y) = BE(XY) — E(X)E(Y).

7.2 Propriétés de la covariance

Proposition 7.3 (Bilinéarité)

La covariance est une forme bilinéaire symétrique positive sur I'espace des variables aléatoires réelles
sur 2.

Proposition 7.4 (Cas de variables indépendantes)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes définies sur un méme espace probabilisé
(92, P). Alors Cov(X,Y) = 0.
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7.3 Variance d’une somme

Théoréme 7.5 (Variance d’une somme de deux variables)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabilisé (€2, P). Alors

V(X +Y) =V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y).

Théoréme 7.6 (Variance d’une somme de deux variables indépendantes)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes définies sur un méme espace probabilisé
(Q, P). Alors
VIX+Y)=V(X)+V(Y).

8 Extension aux n-uplets de variables aléatoires

8.1 Définitions

Définition 8.1 (n-uplet de variables aléatoires)

Soit n € N* et Xq,..., X, des variables aléatoires sur {2 a valeurs respectivement dans Fy, ..., E,.
Le n-uplet de variables aléatoires (X, ..., X,,) est la variable aléatoire
Q — FEix---xE,

wo o (Xl(w), . .,Xn(w)).

Si By = R pour tout k, (Xi,...,X,) est un n-uplet de variables aléatoires réelles.

Proposition 8.2

Soit n € N* et X,..., X, des variables aléatoires sur (). La famille

((X1 — )N N (X, = xn))
(Z150e2n) EX1 ()X X X (Q)

forme un systéme complet d’événements de €.

Définition 8.3 (Loi conjointe, lois marginales)

Soit (X7, ..., X,) un n-uplet de variables aléatoires sur ’espace probabilisé (€2, P). La loi conjointe
de X1,..., X, est la probabilité sur X;(€Q2) x --- x X,,(2) définie par
X1(Q2) x - x X, () — 0, 1]
(X1, ..., 2p) — P(Xy=21,..., X, = x,).
Les lois marginales sont les lois de Xq,..., X,,.

Théoréme 8.4 (Lois marginales)

Soit (X7,...,X,) un n-uplet de variables aléatoires sur ’espace probabilis¢ (2, P). Pour i € [1,n],
notons n; = card(X;(2)), et X;(Q) = {zs1,..., T, }. On a alors pour tout j € [1,n;],

P<Xi = Iij) = E P(X1 = T1jys- - X1 = Ti—1,5;_1> X, = Zij, Xip1 = Tip1,5;+15 - - - Xy = $njn)-

1<jp<ng
k=1,...n, k#i
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8.2 Indépendance de n variables aléatoires

Définition 8.5 (Indépendance mutuelle de variables aléatoires)

Des variables aléatoires Xi,..., X, sur (£, P) sont mutuellement indépendantes si pour tout A; C
X;(2) (i =1,...,n), les événements (X; € Ay),..., (X, € A,,) sont indépendants, i.e. si

n

VA X x Ay € P(X1(Q)) X -+ X P(X,(Q), P(Xy € Ay,... X, € A,) = [[ P(X: € 4)).

i=1

Proposition 8.6 ‘

Des variables aléatoires Xi,..., X, sur (€2, P) sont mutuellement indépendantes si, et seulement
si, pour tout (z1,...,2,) € X1(2) x -+ x X, (), les événements (X; = z1),...,(X,, = z,) sont
indépendants, i.e. si, et seulement si,

V (@1, m) € X1(Q) X - x X, (Q), P(Xy =m1,..., X, =) = [[P(Xi = 2:).

Théoréme 8.7 (Variance d’une somme)

Soient X1,..., X, des variables aléatoires réelles sur (£2, P). Alors

V(X1+---+Xn):iV(Xi)+2 3" Cov(X, X)).

1<i<g<n

Théoréme 8.8 (Variance d’une somme de variables deux a deux indépendantes)

Soient X1,..., X, des variables aléatoires réelles deux a deux indépendantes sur (€2, P). Alors

VXi+--+X,) = Xn:V(XZ)

Proposition 8.9 (Sommes de variables de Bernoulli indépendantes)

Soient X7,..., X, des variables aléatoires réelles de Bernoulli, de paramétre p, deux a deux indépen-
dantes sur (€, P). Alors
V(Xi+ -+ X,) =np(l —p).
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