MP2I du lycée Victor Hugo de Besangon

TD n° 30.

Fonctions de deux variables réelles.

Exercice 1 Etudiez la continuité sur R? des fonctions suivantes.

1'2?/ 1, 2 .2 2
si (z,y) # (0,0), -4y =1 stz +y >1,
L flz,y)=q2°+y? 3. flz,y) = 21
0 sinon. —5352 sinon.

i (x,y) #(0,0),

2. flz,y) = V**+y°

0 sinon.

Exercice 2 1. Soit f(z,y) = 2* + xy, et g(u,v) = f(u + v, uv). Déterminez les dérivées partielles de f
et g.
2. Soit g(u,v) = "™ et f(z,y) = g(x* + y,sin(y) + x). Déterminez les dérivées partielles de g et f.

Exercice 3 Soit f une fonction de classe C* sur R?, et g(r,0) = f(r cos(f), rsin(f)). Déterminez les dérivées
partielles de g en fonction de celle de f.

Exercice 4 Etudiez I'existence de dérivées partielles pour les fonctions suivantes :

1. (x,y) — |z| + |y|; sinz? +siny? |
’ ’ ——— di(z,y) #0
2. (z,y) —> \x? +y? ()
0 sinon.

Exercice 5 Soit f une application de classe C! sur R2. Calculez les dérivées partielles des fonctions suivantes :

g9(z,y) = [y, x); -(,) fy; f(z,2));
g(x) = f(z,z); g(x) =

flz, [z, ).
Exercice 6 Soit f la fonction définie sur R? par
sin(xy) .
o Si(@y) #0
fla,y) =4zl + 1yl
0 sinon.

Cette fonction est-elle continue ? Est-elle de classe C!?

Exercice 7 Soit h une fonction continue sur R. Déterminez dans chacun des cas suivants ’ensemble des
fonctions f de classe C' (ou C?) sur R? telles que pour tout (x,y) € R?, on ait :



(2,9 = 0: 2 W) = hia: 3. (09 = hiy):

1.
ox

Exercice 8 Déterminez toutes les applications f : R? — R de classe C! telles que

of af
2 e e =
V (z,y) € R, an(%y) +38y (z,y) = zy,

en posant u = x et v = 3z — 2y.

Exercice 9 Soit f : R — R une fonction de classe C? et g : R?> — R la fonction définie par
f@)-f)
=== siz#y
g(z,y)=1q , 57 .
f'(x) six=y.

Montrez que ¢ est de classe C! sur R2.

Exercice 10 Etudiez la continuité de f : R? — R, l'existence et la continuité des dérivées partielles
premieres de f :

UV G () £ (0,0) 2 foy = {7 Sl
L flz,y) = 2® +y? ' Y y?  sinon.
0 sinon.

Exercice 11 Etudiez les extremums des fonctions suivantes :

1. f(x,y) = 2% + y® sur R?; 3. f(z,y) =22 + 3y* — 22 — 10y + 2zy + 6 sur R?;
2. flx,y) = 2* + y* +sin(z? + y?) sur [—1,1%; 4. f(z,y) = "% sur R2

Exercice 12 Montrez que la fonction f : (z,y) — xe¥ 4+ ye® admet un unique point critique, mais aucun
extremum sur R2.

Exercice 13 Déterminez max{zyz |x >0, y >0, 2 >0, v +y+ 2= 1}.

Exercice 14 Soit f de classe C* sur R? telle que : 3n € N* |V A € RY, f(A\z, \y) = N"f(z,y).

1. Obtenir une relation en dérivant par rapport a A.

of of -~
2. Montrez que x%(z, y) + ya—y(:)s,y) =nf(z,y).



