MP2I du lycée Victor Hugo de Besangon

TD n° 31.

Espaces préhilbertiens réels.

Applications directes du cours

Exercice 1 Soit # = (1,—2,1) € R?. Donnez une base orthonormée de vect(z) et de (vect(z))" pour le
produit scalaire usuel.

Exercice 2 Soient u; = (1,1,0,0), us = (0,2,3,0) et uz3 = (0,1,4,1) des éléments de R*. Montrez que
(u1, ug, u3) forme une famille libre et donnez une base orthonormée de vect(uy, us, us).

Exercices classiques

Exercice 3 Déterminez I'expression de la projection orthogonale sur F' = {(x,y,2,t) € R, x4+ 2y — 2z =
y — z+t = 0}. De méme, déterminez 'expression de la symétrie orthogonale par rapport a F'.

Exercice 4 Soient
5 2
A= (2 4) € Ms(R)

et

O R? x R? — R

(@1,90), (2210)) — (21 m)A<Z>.

Montrez que ¢4 est un produit scalaire sur R?. Orthonormalisez la base canonique pour ce produit scalaire.

Exercice 5 Soit F = C'([0,1],R). Montrez que

Nm=W@HAﬂWa

est une norme sur F.



Exercice 6 Soient £ = C([0,27]) et
2

(flg) fg

pour f,g € E. Montrez que (. |.) défini un produit scalaire sur E et que

™ Jo

{z = cos(nz), x + sin(ma) } (n,m)enxn-

est une famille orthogonale. Déterminez les composantes dans cette base de f € E (dans le cas ou f est une
combinaison linéaire finie de cos(nz) et sin(nz)).

Exercice 7 Soit £ un espace euclidien et ||. || sa norme euclidienne. Montrez que

n 2 n
D ak| <n) el
k=1 k=1

V(x1,...,2,) € E",

n n
1
Exercice 8 Soit (z1,...,2,) € R’ tel que Z x; = 1. Montrez que Zl o > n?.
1=

i=1

Exercice 9 Montrez que

2
- +1)vV2n+ 1 Sk 2 ok
Vo>, i < Va2 >
; 23 ;(n—kf n(n—1)

Exercice 10 Soit

E={feC(0,1]), Vo c[0,1], f(x)#0}.

P = see) ([ )

rfrg}glP(f) =1.

Pour f € F, on pose

1. Montrez que

Déterminez I’ensemble des fonctions f € E pour lesquelles P (f) = 1.

2. Montrez que

sup P (f) = +o0.
feE

Exercice 11 Soit E un espace euclidien et f une application de FE dans E préservant le produit scalaire.
Montrez que f est une application linéaire.

(indication : considérez || f( Az + uy) — Af () — uf(y)]))

Exercice 12 Soient E un espace euclidien et p un projecteur de E. Montrez que p est un projecteur ortho-
gonal si et seulement si
Ve e E, [lp(@)| < [l



Exercice 13 Soit F un espace vectoriel euclidien de dimension 3, B = (e, e, e3) une base orthonormale de
E et u=e; + ey, v=2e et w=ey+ 3es. Montrez que B’ = (u,v,w) est une base de E. Donnez la matrice
dans la base B’ de la projection orthogonale sur le plan d’équation dans la base B x +y + 2z = 0.

Exercice 14 Soient

1 1 2 3
3 6 9

B une base orthonormée de R? (pour le produit scalaire usuel), et f € L(R?) tel que A = Matg(f). Montrez
que f est un projecteur. Est-il orthogonal ?

Exercice 15 On définit sur Ry[X]
1
S(P.Q) = [ PeQ)ds.
0

1. Montrez que S est un produit scalaire.
2. Trouvez une base orthonormée de Ry[X] pour ce produit scalaire.
3. Calculez

1
min / (2% — ax — b)*dx.
0

(a,b)€R?

Exercice 16 On se place dans R* muni du produit scalaire usuel. Soient B une base orthonormée de R* et
F le sous-espace vectoriel de R* défini dans la base B par le systeme d’équations

LL’1+SL’2+LL’3+SL’4:O
$1—$2+LL’3—LL’4:0.

Déterminez la matrice dans la base B de la projection orthogonale sur F'.

Refaire lexercice dans R3[X] muni du produit scalaire (P , Q) = Z P(i ,avec B = (1, X, X% X3).

i=—1

Exercice 17 Soient £ un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (- |- ), n € N* et (e1,--- ,e,) € E"
des vecteurs unitaires tels que

VaeE Y (zle) = ||
=1

Montrez que (ey, ..., e,) est une base orthonormale de F.

Exercice 18 Soit E un espace préhilbertien réel, et F, G des sous-espaces vectoriels de E.
1. Montrez que (F + G)* = F-nG*.
2. Montrez que F*+ + G+ C (FNG)*.
3. Dans le cas ot E est euclidien, montrez que F+ + G+ = (FNG)*.



Exercices™

Exercice 19 Soit £ = C'(]0,1],R) muni du produit scalaire

< f.g>= F(0)g(0) + / 7 (8) ¢ (.

Soit V={fe€E, f(0O)=-1, f(1) =1}, et pour f € E,

[(f):/o f’2(t)dt+2/0 el f(t)dt.

Montrez qu’il existe fo € V' tel que I(fy) = }n‘f/ I(f).
S

Exercice 20 Soit F un espace vectoriel euclidien. Pour n € N et (z1,...,2,) € E™, on note

Glxr,... 2) = ((xim)) € My(R) et y(z1, ..., x) = dét (G(xl, . ,xn)).

1<i,j<n

1. Montrez que
rang(G(a:l, . ,[L’n) = rang(:pl, . ,xn).

2. Montrez que
Y(z1, . ) =0
et que la famille (z1,...,x,) est liée si et seulement si y(xy,...,2,) =0.

3. On suppose dans cette question que la famille est libre. Notons F' le sous-espace vectoriel de E qu’elle
engendre. Montrez que pour tout x € F, on a

7(x7x17 T 7xn)

d*(z, F) = .
@ F) = o)




