Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Corrigés planches INP : premieére série

[ INP e Planche A ]

W Exercice majeur
Soit a € IR*. Pour x e R et n €N, on pose :

n [ee]

a
u,(x) = — cos(nx) puis U(x)= Zun(x).
n!
n=0
1) Donner le DSE de exp et son rayon de convergence.
2) Montrer que U(x) existe pour tout x € IR.
3) Montrer que U est de classe %! sur R.
(sans calculer U)

4) Montrer que :

VxelR, U(x)=exp (a cos(x)) cos (a sin(x)).

— a" cos®(nx)
On pose : V(x)= Z _
n=0
5) Montrer que V est définie sur IR et calculer V.

n!

s
On pose : I, :f cos(nx)U(x)dx.
—n
6) Montrer que lim I, =0.
n—oo
7) Calculer I,,.

B Exercice mineur

SoitzeCet M(z)=

— = O
- O W
o N W

1) Donner le polyndme caractéristique de M(z).

2) Pour quelles valeurs de z la matrice M(z) est-elle dia-
gonalisable ?

[ INP e Planche B ]

W Exercice majeur

Soit E un espace vectoriel de dimension n € IN*. Pour
f € 2(E), on pose

fO=idg et VkeIN*, fk=fofk?

On dit que f € Z(E) est un endomorphisme cyclique s'il
existe e; € E tel que

(el, fley), ..., f"_l(el)) est une base de E.

1) On suppose ici que n = 3. On note 9 une base de E.
Soit f € Z(E) tel que :

1 2 2
mat(f)=| 1 1 2
# —2 -2 -3

a. Déterminer ngt(fz).

b. En déduire que f est cyclique.

2) Dans cette question, on considére que E = R,_;[X] et
que :
f: P—P(X+1)—P(X).
a. Soit Q € E tel que deg(Q) = 1.
Montrer que : deg (f(Q)) =deg(Q)—1.
En déduire que f n’est pas bijectif.
b. f est-il cyclique?
Indication : calculer deg(fj(X”_l)).
3) On suppose ici que Ker(f™ 1) #E et que Ker(f") =E.
a. Montrer qu'il existe x, € E tel que f" 1(x,) # Op.
b. Montrer que f est cyclique.
4) On suppose ici f cyclique.
Montrer que ses sous-espaces propres sont de dimen-
sion 1.

5) On suppose ici f diagonalisable.
Montrer que f est cyclique si et seulement si ses sous-
espaces propres sont de dimension 1.

B Exercice mineur
Pour tout n € IN* et tout x réel, on pose :

falx)= % arctan(%).

1) Montrer que la série de fonctions ). f, converge sim-
plement sur RR. n>1
Sa somme est notée f.

2) Montrer que la fonction f est continue sur IR.
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[ INP e Planche C ]

B Exercice majeur

1 -2 -1
Soit A=|—-2 4 2
3 -6 -3
(A A _(aA BA
c=(o &) = 2=(52 7
avec a, 3,7 € R tels que : a+B=y, PB#0,
r#0,
B#—r.

1) Montrer que A est diagonalisable.

2) a. Déterminer y. en fonction de y,, et en déduire le
spectre de C.

b. Mé&mes questions pour B.
X
3) Montrer que si X € Ker(A), alors (0) € Ker(B).

4) Montrer que dim(KerB) = 2 dim(KerA).
5) Diagonaliser B dans le casot a=—1, =3, y=2.

m Exercice mineur

Soit f,,: [-1,1]— R pour tout n € IN*.
x —> sin(n x)e_”zxZ

1) Convergence simple de (f,)n>1 7

2) Convergence uniforme de (f,),>1 sur [a,1], ol
0<a<l?

3) Mé&me question sur [0,1].

[ INP e Planche D ]

m Exercice majeur

Soit ¢y: C[X]— C[X],
P— P+P(a)U,
ot a € C et U est un polyndme non nul de C[X].

1) Montrer que @ est un endomorphisme de C[X].

2) a. Montrer que Ker(ypy) C Vect(U).

b. Montrer que :

U(a) =—1 = Ker(ypy) = Vect(U)
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et que :
U(a) #—1 = Ker(py) = {0}.
3) a. Montrer que :
—(2+4U(@) ¢y +(1+U(@)) idgx; =0

b. En déduire une condition nécessaire et suffisante
pour que @y soit un automorphisme.
Préciser @51.
4) On suppose U(a) = —1. Quelle est la nature de @y ?
En déduire Im(py).
5) Résoudre dans C[X] I'équation V =P+ P(a)U,
d'inconnue P.

B Exercice mineur

1) Pour tout x € ]—1,1[, montrer que :

* arctan(t) = x2nHl
e =>"(-1)y ——.
J; t Z( ) (2n+1)2

n=0

2) Montrer que :

arctan(t) n
fo Z( 2 (2n+1)2'
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