Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Planches INP : corrigés de la deuxiéme série

[ INP o Planche E ]

B Exercice majeur

1) Résoudre : y'(x)+2mxy(x)=0 et y(0)=1.
Solution. Léquation différentielle est linéaire homogene du pre-

mier ordre, sans singularité. La fonction a: x — 27 x a pour pri-
mitive A: x — 7 x? donc

S (H) = {x >—>Ae_’”2 ;Ae IR}.

La seule solution y qui vérifie y(0) =1 est celle pour A= 1.
Conclusion. Lunique solution de ce probléme de Cauchy est

)
x e T,

v
=.

a. Etablir que, pour tout n € IN, la fonction
b,: t — t" exp(— t2) est intégrable sur RR.
Solution. b, est c.p.m. sur IR; comme elle est paire/impaire,

il suffit de prouver I'intégrabilité en +00 .
Or:

t2 x b, (£) = "2 exp(—m t2) = (£2)"**! exp(—mn t2)

+00
2) On donne : f exp(—t?)dt =
0

cc
—— 0.
t—+00
Onentireque: b,= o(tlz).
t—+00
Comme t — 1/t est intégrable sur [1,+00[, b, I'est aussi,
donc l'est sur [0, +oo[ (relation de Chasles) puis sur IR gréce
a sa parité/imparité.

+o0o
b. Calculer f bo(t)dt.
—0Q
Solution. Lintégrale existe d’apres la question précédente,

et:
+00 +00
J bo(t)dt = f exp(—m t?)de

+o0
:2[ exp(—(ﬁt)z) dt.
0

Effectuons le changement de variable affine u = /7 t, pour
lequel du = v/ dt.
Quand t =0,u=0, etquand t —» +00, u — +00. Alors:

L}o bo(t)dt—Fj exp(—(vVrt)?) (Vrdt)

1/_ J exp du
2 Jrm

= x YT -1

2

Al

3) On pose, pour tout n€IN et tout x € R :

B,(x) = f b, (t) exp(2im x t)dt.

—0Q

Montrer que B, est définie et de classe €' sur R.

Solution. On applique le théoréme de dérivation sous le signe
intégrale.
Posons f: IRxIR— C

(t,x)— b,(t) exp(2im x t).

1) Pour tout t € IR, x — f(t,x) est de classe ¥ et :
2
VxeR, a—f(t,x) = (2it) b,(t) exp(2im x t).
X

2) Pourtoutx € R, t — f(t,x)ett — %(t,x) sont c.p.m. sur RR.
3) Pour tout x € IR, t — f(t,x) est intégrable sur IR car :

VeeR, [f(t,x)]=by()
et b, est intégrable sur IR d’apres Q2a.
4) Pour tout (t,x) € RxR:

af

E(t,x) =2n |tb,(t)].

La fonction dominante ¢ : ¢t — 27t | t b,(t) | est intégrable sur IR
car paire et négligeable devant t — 1/t% en +00 (se prouve
comme pour b, cf. Q2a).

Le théoreme s’applique : la fonction B,, est bien définie sur R et

elle est de classe €' sur IR. Sa dérivée s'écrit :
+00

VxeR, B;(x) =2ir J t b,(t) exp(2im x t)dt.
—o0
4) Montrer que : By(x) = exp(—m x?).
Solution. Pour calculer I'expression B, on cherche une équation

différentielle dont elle serait solution. D’aprés la question précé-
dente :

+0o
By (x) =ij 2mt exp(—m t2) exp(2im x t)dt.
—00
Effectuons une IPP dans I'intégrale généralisée. Posons :
VteR, u'(t)=2ntexp(—mt?) v(t)=expRinxt)
u(t) = —exp(—m t2) V/(t) = 2in x exp(2im x t).
Les fonction u, v sont de classe €1 sur IR, et :

lu(t) v(t)| = exp(—m t?) —_ 0

dou u(t)v(t) ——— 0, limites finies.
t—%00
LIPP est donc 1égitime et donne :

oo

By(x)=i [ [ —exp(—m t2) exp(2im x t)Ioo

+o0
+2imx f exp(—m t2) exp(2im x t) dt ]

—0Q
= —27 x By(x).
By est solution sur R de I'équation y’ + 2mxy = 0; de plus,
By(0) = fj:s bo(t)dt =1 d’aprés Q2b. B, est solution du pro-
bleme de Cauchy de Q1; on en déduit que :

Vx€R, By(x)=exp(—mx?).

5) Soit E le IR-espace vectoriel des fonctions définies sur IR,
de la forme :

x — P(x) exp(—mx?) ou P e C[X].

Montrer que toutes les fonctions B,, appartiennent a E.
Solution. Par récurrence double sur n € IN.

¢ Pour n = 0 : fait dans la question précédente, P, := 1 convient.
* Pour n =1 : on procéde par IPB comme pour By (les justifica-
tions sont de méme nature). On obtient :

+o00
-
Bl(x):j te ™ x e2TXt dp

—0Q

oo ,

PP _ . i

= —f 3¢ T (2im x) eHTX 4t

7
—00

. . — 2

=ixBy(x)=ixe ™.

Le polynéme P; :=iX convient.
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e Hérédité double. Soit n > 2 tel que la propriété soit vraie aux
rang n— 1 et n—2. Montrons-la au rang n, toujours par IPP :

+00
1t 2f
Bn(x)zf the Tt emet dt

—0Q

+00
— —1 2i
:f te T x ¢ 1621nxt dt

—0Q0

* 1
PP 2
—_ — —e Tt
27

x (n—1) "2 + (2in x) e"71) eArxt de

+0oo
lin. [n—1 o 2 o
th Ze Tt emetdt

21 )
+00
. _ 2 .
+1xf th le Tt emetdt
—00
n

—1 .
= o Bn72(x)+IXBn—1(x)

. n—1 2
= (1xPn,1(x) + T Pn,z(x)) e ™,

Le polynéme P,(X) :=iX P,_;(X) + % P,_5(X) convient.
B Exercice mineur
Soit E = #,(R), A la matrice de E définie par :

A O N
A:(O1 7“2) ol A, Ay €R.

On pose p,: E—-E, M—AM—-MA.

1) Déterminer Sp(y,) et étudier la diagonalisabilité de ¢,.

Solution.  Calculons la matrice de ¢, dans la base
Bean = (E11,E12,E21,E5) de E = #5(IR) :

¢a(Ery) = ( ) (MO) Op
ealEr)=(0%)—(8%) =AM —2A2)E»
ealE2)=(20)— (Alo)—(lz A1) Ezq
‘PA(Ezz)_(gloz) (8 z)
0 0 0 0
. 0 Ga=1) LN
0 0 0 0

Cette matrice est diagonale, donc ¢, est diagonalisable et

Sp(pa) =10, 21— 22, A3 —2A1}.

2) Généraliser ces résultats au cas ou A est une matrice
diagonalisable d'ordre 2.

Solution. Prenons A € .#,(IR) diagonalisable : il existe une
matrice P € GLy(IR) et 11,45 € IR tels que A = PDP™!
D = diag(Aq, A5).
Notons B; j == P E; ; P~ pour tout i,j € {1,2}.
* Montrons que les B; ; forment une base de .#,(IR).
11y a 4 matrices et dim (#,(IR)) = 4, donc il suffit de prouver
que la famille est libre.

Supposons que Y. a; i B j =0y, pour 4 réels a;
1<i,j<2

ij- Alors:

> @ PE P =0, P( > oziJ»EiJ)zalzo2

1<i,j<2 1<i,j<2
d’ou : Z ai’j Ei,j = 02.
1<i,j<2

Puisque les E; ; forment la base canonique de .#5(IR), néces-
sairement les 4 coefficients a; ; sont nuls.

* Ensuite, les matrices B; ; sont des vecteurs propres de p4.
Par exemple :

@a(B12)=(PDP ) PE;,P )
—(PEp)(PDP™)

=P (DE;,—E;,D) P!
=P ((A{—A)E ) P!
= (A1 —A3)By 5.

d’apres Q1

On montre de méme que P4(B11) = pa(Byz) = 0,, et que
wa(B21) = (A2 —2A1)By;.
La famille (B 1, By 2, Ba1, By o) est donc une base de E consti-
tuée de vecteurs p’ropre’s de cp A

Conclusion : ¢, est diagonalisable,
et Sp(pa) = {0, A1 =2z, Az —2A1}.

3) Traiter le cas ol A= ()L 1).

0o 2
Solution. On écrit la matrice de A dans la base canonique ; pour
M=(37):

(A IN\(x ¥y x y\(r 1
won=(5 ) 1)-C D6 2)
Ax+z Ay+t) (Ax x+Ady
Az At Az z+At

6 =)

0O 0 1 O
o ) -1 0 0o 1
On on déduit que : %ﬁ:(%‘)_ 0 0 0 o0
0O 0 -1 0
Le polyndme caractéristique de cette matrice est :
X 0 -1 o
X -1 0
1 X 0 -1 X 0
1=lo o x o|=X|0 X 0)=x7 4
0 O 1 X 0 X
=x"

La seule valeur propre réelle de ¢, est 0. Si ¢, était diagonali-
sable, ce serait 'endomorphisme nul, or ce n’est pas le cas.
Conclusion. Sp(p,) = {0} et ¢, n'est pas diagonalisable.

[ INP e Planche F ]

m Exercice majeur

Soit F I'ensemble des fonctions dérivables de ]0,+00[
dans R telles que :

Vxe€]0,+00o[, f'(x)=f(¥x).
Soit G I'ensemble des fonctions dérivables de R dans IR telles
que

VieR, g’(t)zetg(%).

1) Montrer que G est un IR-espace vectoriel.
Solution.
* G C 2(R,R), qui est un R-e.v.;
¢ (x> 0)€G, donc G # &;
¢ G est stable par combinaison linéaire :
soit 81,82 €G, a,pER, g:=ag; +p g.
Montrons que g € G. g est dérivable sur R et :
VeeR, g'(0)=(ag +pg) (1)
=agy(t)+pgyt)
=ae'g(3)+Be g (3)
=e ((agl +p gz)(%))
=e'g(3)-
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2) a.Soit f €F. On pose g:t— f(e').
Montrer que g appartient a G.
Solution. exp: t — e’ est dérivable sur IR, & valeurs dans IRj;

f est dérivable sur IR} par hypothése, donc g := f o exp est
dérivable sur IR. Ensuite :

VteR, (t)——(f(e ) =e' x f/(ef) =e xf(\/_)

et xf(e/) =e g (4).
On en déduit que g € G.

b. Soit g € G. On pose f: x — g(lnx).
Montrer que f appartient a F.
Solution. Méme principe que la question précédente : In est
dérivable sur IR}, & valeurs dans IR; g est dérivable sur IR,
donc f := g oln est dérivable sur IR}. De plus :

VxeR, f'(x)= (g(lnx)) =—xg'(lnx)

= l Xeln(x)g( nzx)) =g(Invx)

x
= f(Vx).
On en déduit que f € F.

3) Soit Y. a, t" une série entiére de rayon de convergence
n=0
infini et telle que ay =1.

oo
On suppose que g: t+— ». a,t" appartient 3 G.
n=0

a. Montrer que :

VYnelN*, na, —sz (n—l—k)'

Solution. On traduit le fait que g'(t) = e‘g(%) pour
tout t € R a l'aide des développements en série entiere de g et
de l'exponentielle. Le DSE de g se dérive terme a terme sur
Pouvert de convergence, ici R tout entier. Pour tout t € IR,

Sonri=($20):(5(5))

n=1 n=0 n=0
< 1 < a
— 4 noen
~(Zre)(ZSae)
n=0 n=0

Les deux séries entieres impliquées sont de rayon de conver-
gence infini. Sur IR tout entier, le produit de leurs sommes est
donc la somme de leur produit de Cauchy :

(o]

;nan 1= Z(Z ool 21() e
_ oo /n—1 a 1 -
- 2, % (n—1=ky )"

n=1 \k=0
Par unicité du développement en série entiere, on peut iden-
tifier les coefficients devant t"~! et obtenir :

n—1

aj 1
e IN* N SN —
Vel nay kzzozk (n—1—k)!

2n
b. Montrer que : VYnel, Ian|<—|.
n:
Solution. Montrons, par récurrence forte sur n € IN, les pro-

priétés :
271
HAn): |a,|<—.
n!
* Initialisation. Pourn=0,0ona|ay|=1< % donc s#(0)
est vraie.
* Hérédité forte. Soit n € IN* tel que (k) est vraie pour
tout k € [0,n[ (c’est-a-dire pour tout k < n). Montrons
#(n). En utilisant la question précédente et 'inégalité tri-

angulaire :
15 1
=|= o S 3b
|, | ngzk Goimi| @b

n—1

1
< - kZ:O ﬁ (inég. triangulaire)
15 1
< - kZ:O m (#(k) pour chaque k)
1 ”i (n— 1)
T -1 = k
2n71
== (bin6me de Newton)
n!
271
< —. 1<2)
n!

£ (n) est donc démontrée.

4) On admet que toutes les fonctions de G sont dé-
veloppables en série entiére sur R.

a. Montrer que dim(G)=1.
Solution. Posons g, la somme de la série entiere . a,t"
n=0

dont les coefficients sont définis par aqg = 1 et la formule de

récurrence forte de Q3a.

Nous allons montrer que G = Vect(g)-

+ Montrons que gy € G : comme G est un espace vectoriel,
cela prouvera que Vect(gg) C G.
La question Q3b permet de montrer que le rayon de
convergence de la série entiére définissant g, est +00.
On en déduit que g est définie et dérivable sur IR.
De plus, en remontant les déductions de Q3a, on montre
que gy €G.
+ Montrons que G C Vect(gg). Prenons g € G. On a ad-

mis que g était développable en série entiere sur IR : notons
> b, t" la série entiére de somme g.
n=0
En appliquant a g le raisonnement de Q3a, on montre que
la suite (b,),>0 satisfait la méme relation de récurrence
forte que (a,),>0-
On a manifestement by = by X 1 = byay. On en déduit,
par récurrence forte sur n € IN, que b, = by a, pour tout
nelIN. Ceciconduit a :

oo oo
VteR, g(t)= ) b t"=by Y a,t"=bggo(t).
n=0 n=0

En d’autres termes : g = by gy donc g € Vect(gg).
Conclusion. On a prouvé que G = Vect(gg),

et comme g, # (t — 0), dim(G) =1.

b. Qu'en déduit-on concernant F ?
Solution. On montre, comme pour G, que G est un sous-
espace vectoriel de Z(IR%, IR).
La question Q2 montre que les applications :

d: F—G et V:G—F
f—(t—f(eH)

sont des applications linéaires correctement définies.
On constate sans peine que :

g+ (x = g(inx))

Yod=idp et ®oV¥=ids.

Cela prouve que ¥: G — F est un isomorphisme et que
¥~! = &. Comme G est de dimension 1, F est également
de dimension 1. Plus précisément, puisque G = Vect(gy) :

F =Vect (\If(go)) = Vect (x — go(lnx)) .

B Exercice mineur
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que

X > P(a) et Y — P(b).

1) Déterminer la loi de X +Y de deux manieres différentes.
Solution.
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¢ 1r méthode : par la fonction génératrice. On connait les fonc-
tions génératrices de X et Y :

VeeR, Gy(t)=e"D et Gy(t)=elD,
Puisque X 1L Y :
Vte[—1,1], Gyyy(t)=Gx(t) x Gy(t) = eletDI(=D),

On reconnait la fonction génératrice associée a la loi #(a+b) :
cela prouve que X +Y — @ (a + b).

¢ 2¢ méthode : par calcul direct.
Comme X(Q2)=Y(Q)=IN, X +Y)(©2)=IN.
Prenons n € IN et calculons P(X +Y = n).
On décompose I'événement [X + Y = n] sur le s.c.e. engendré
parX :

+ 8

[X+Y =n]= ([sz]n[X+Y=n])

~
I}
o

I
&Es

([x:k]n[yzn—k])

=@ sik>n

H ([X =kIn[Y =n—k]).
0

~
=
o

o~
Il

On en déduit :

P(X+Y =n)

=>P(X=kIn[Y =n—k]) (additivité)
k=0

=D PX =k)xP(Y =n—k)

X 1Y)
k=0
n ak pnk

= Z el xeh — (déf. lois de Poisson)

= k! (n—k)!

e—(a+b) n (Tl) -
= a“b"

n! kgo k

e—(a+b)

= (a+b)". (bindbme de Newton)

Onobtient: X +Y < P(a+b).

2) Soit n € IN. Déterminer la loi de X conditionnellement
a[X+Y=nl].

Solution. Sous I'hypothése que X(w) + Y(w) = n, puisque
0 < X(w) < X(w)+Y(w), lavariable X prend une valeur de [0, n] :
X([x+Y=nl)c[o,n].
De plus, pour tout k € [0,n] :

_P(X=k, Y=n—k)

T PX+Y=n)

_PX=k)xP(Y =n—k)

B P(X+Y =n)

—a ﬂk

ak b bE
e T Xe oo

e—(a+b) (ﬂtll!?)”
B (n) ak bk
" \kJ (a+b)
n a k a n—k
= — ) (1- )
(k)(a+b) ( a+b)
Conclusion: X «—— %(n, L)
[X+Y=n] a+b
3) On suppose que ¢ > 0 et p € [0,1] sont deux
constantes, X et Z deux variables aléatoires telles que
Z — 22(c), et pour tout n € IN, conditionnellement a
[Z =n], X suit la loi binomiale de paramétres n et p.
Montrer que X et Z —X sont indépendantes, et déter-

miner leurs lois.

Solution. Posons Y := Z — X. Les lois conditionnelles de X
montrent que : Vw € 2, 0 < X(w) < Z(w), donc Y(w) = 0.

Finalement, X et Y sont a valeurs dans IN.
Posons q :=1—p; pour tous k,£ € IN :

PX =k Y=0=PX =k, Z=k+/{)
:P(Z=k+€)><P[Z:k+“(X=k)

e X(k+1€) ko0
v Uk SR

= o~ (P+a)c ﬁ k 4t
ke P

e (PO _qe (qo)t
:(e P T)x(e q T)

Ceci prouve d’un seul coup que (X,Y) est un couple de variables
indépendantes, de lois respectives 2 (p c) et 2(qc).

[ INP e Planche G ]

m Exercice majeur
Pour toute matrice M de #,(C), on pose :

M |loo = max {|m;|;1<i,j<d}.

On considére la matrice :

1) La matrice A est-elle diagonalisable ?

Solution. La matrice A est triangulaire, donc son spectre se lit sur
sa diagonale : Sp(A) = {1}.

Par l’absurde, si A était diagonalisable, il existerait une ma-
trice P € GL3(IR) telle que :

A=P diag(1,1,1) P! =1,.
Comme A # I3, A n’est pas diagonalisable.
2) On pose N :=A—15.
Calculer N2, puis les autres puissances de N.

Solution. Calculons les puissances de N :
2

0 2 3 0 0 —2 0 0 0
N2=|0 0 —-1| =(0o o o, N®=[0 0 O],
0 0 0 0 0 O 0 0 0

puis, par une récurrence sur n € [3,00[, N k= 03 pour tout
k= 3.

3) Déterminer la limite de || A" || o quand n tend vers +00.

Solution. OnpartdeA=1I3+N. Comme I3 et N commutent, on
peut appliquer la formule du binéme de Newton : pour tout n € IN
telque n =2,

n
A=z +N)'= (Z)Nk -+

k=0

nn-1) ,
=N+ ———N*+05+...+0;

1 2n 3n—n(n—1)
:(O 1 —n .
0 0 1

La norme de cette matrice est minorée par la valeur absolue de son
coefficient d’indice (1,2) :

VnelN, ||A"|leo =1|2n|=2n.

Comme 2n —=> 0o, par théoréme de comparaison :
n—
n
1A% loo ——— +o0o.
4) Vérifier que || -||oo est une norme sur #;(C).

Solution.
% || - |loo st bien définie, de .#4(C) dans IR;
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* Séparation. Soit M = (m; ;) € #4(C) telle que || M ||, = 0.

Alors :
Vi,je[1,d], 0<|m;|<[Mlleoc=0 dott m;;=0.
Ainsi M =04 4.

* Homogénéité. Soit M = (m; ;) € #;(C) et a € C. Alors:
laMlloo = max {]am;|}

=, max el m; |}

=la| max{‘m»-|} car |a| =0
“i<ijed VY et indép. de (i, )

=lal. IMlle-
* Inégalité triangulaire. Soit M = (m;;) et N = (n;;) de
My(C). Ona:
||M +N ”oo = 12}32‘1 {| m; + n;j |} .
Or, pour tout i,j € [1,d] :
|mgj+ng; | < [myj|+[ng; | < IMlloo + 1IN llco,
majorant indépendant de (i,j). On en déduit que :

IM+Nlloo <IIMlloo + 1IN lloo -

5) Pour tout couple (M,N) de matrices de .#;(C), prou-
ver la majoration :

IMNlloo <d X [[M|loo X [N oo -

Solution. Soit M = (m; ;) et N = (n; ;) deux matrices de .#,(C).
Notons M N = (p; ;). Par définition :

;1<i,j<d}.
Pour majorer || M N ||oo, on majore les éléments de cet ensemble :
pour tout (i,j) € [1,d]?

d d
<Y miene;|= 2 | mige] | nig |-
=1 =1

<M |loo et [ny;| <IN loo-

IMN |loo =maX{ |Pi,j

|Pi,j | =

d
20 Mk Ny j
k=1

Or: Vkel[1,d],
En sommant les inégalités :

d
|Pij | < 2 1M lloo INTleo =d 1M lloo lIN lleo,
k=1
indépendant de (i, j)

ol : = <
doi: [MNlloo = max |pi;|<dIIMlloo INlleo

6) On suppose que M est diagonalisable et posséde au
moins une valeur propre de module strictement supé-
rieur a 1.

Déterminer la limite de || M" || o quand n tend vers +00.

Solution. Soit D € 9,(C) et P € GL4(C) telles que M =P D p~L.
De facon classique, on montre que :

¥YnelN, M"=PD"p7L.

De plus, D" contient sur sa diagonale un terme A" ot |A|> 1.

On en déduit que || D" |0 = | A",

et puisque | A|" ——— +o00, par théoréme de comparaison :
n—oo

[I1D™ || oo — T
En utilisant Q5, on peut minorer la norme de M" :
YnelN, D"=pP'M"P
donc ||D"||eo = ||P_1 x M™ x P ||Oo
<@ [P o 1Ml 1P llco
Soulignons que ||P_1 ||oo # 0 et que || Pl # O, sinon les ma-

trices P! et P seraient nulles, donc non inversibles. On obtient :

1M [0 = 10" lloo -

d2 [P oo 1P lleo
Encore une fois par le théoréme de comparaison pour les limites :

n
IM" |loo oo Too

B Exercice mineur

Soit E I'ensemble des fonctions continues sur [O,%]. On
pose :

/2
Vf.e€E, (f, ¢g) =f f()g(t)de.
0

1) Montrer que E est un espace préhilbertien réel.

Solution. 11 s’agit de justifier que ¢ = (-,
laire sur E :

-) est un produit sca-

* ¢: ExE— R (les intégrales ne sont pas généralisées)

* ¢ est symétrique car le produit de réels est commutatif;

* ¢ estlinéaire a gauche car l'intégration est linéaire ; ¢ est par
conséquent bilinéaire ;

* ¢ est positive grice a la positivité de l'intégrale;

* Montrons qu’elle est définie positive : supposons ¢ (f,f)=0
Alors f2 est d’intégrale nulle sur [0, 7t/2] alors que C’est une
fonction continue et positive. On en déduit que f2 est iden-
tiquement nulle sur [0, 7t/2] (stricte positivité de l'intégrale),
donc que f lest aussi.

2) Calculer || cos||*.

/2
Solution. ||cos||? = (cos, cos) = f cos?(t)dt

21 +cos(2 94 [ t, sin(2t) ]“/2
2 4 o
E

4"

3) Orthonormaliser la famille (sin, cos).

Solution.

¢ On montre de la méme facon que ||sin II>= %.

Calculons (cos, sin) :

/2 1 /2
(cos, sin) :j cos(t) sin(t)dt = 3 J sin(2t) dt
0 0
1 21
== —cosZt] =—|:——1 +1]
4 [ 20 0 4 1
_1
=5
¢ On orthogonalise la famille (sin, cos).
On redresse la fonction cos en posant :
(cos, sin) 2 .
fo =cos— = sin = cos— sm,
Jsin? ] ||
. 2 2 2 4 .
puis || follI* =llcos||”+ —2 lIsin || — — {cos, sin)
T o
_r, 1 2_r 1 _nm-4
T4 o 4 n  omw

Conclusion. La famille
4/ nzL_4 (cos—% sin))

(gl = % sin, gy =

est orthonormée.

[ INP e Planche H ]

B Exercice majeur

1) On pose P=X2—2X+1etQ=P+P +P”.
Vérifier que la fonction P est positive sur IR et que Q y
est strictement positive.
Solution. Pour tout x € R :
P(x)=x>—2x+1=(x—1)*>20
Qx)=(x—-12+2(x—-1D)+2=x2+1>1>0.
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2) Soit P € IR,,[X]\{0}. On suppose que la fonction P est
positive sur IR et on pose :

2n
Q=3
k=0

a. Exprimer Q’.
2n 2n+1
Solution. Q' = ZP(k“) = Z p®),
k=0 k=1
mais puisque deg(P) < 2n, P21 =0,
2n
donc Q' =Y PO =Q-pO =qQ—p.
k=1

b. A I'aide de la fonction g: t — e *Q(t), montrer

que la fonction Q est strictement positive sur IR.
Solution. La fonction g est dérivable sur IR et :

VieR, g(n=e"(—Q0)+Q(n)
=—e'P(t)<0.

La fonction g est donc décroissante (au sens large) sur IR.
De plus, comme P € IR,,[X] :
P(t)=0(t>), dott g(t)=0(t*e™).
t—+00 t—>+00

—t

Par croissances comparées, et — 0,

t—+00
donc g(t) = 0 également.

Puisque g est décroissante sur IR et que lrig(g) =0,

g(t) = 0 pour tout réel t € R.

Par Pabsurde, supposons que g s’annule en un point t € IR.
Alors g serait identiquement nulle sur l'intervalle [tq,+00[,
donc g’ = 0 sur ]ty,+oo[. En multipliant par e’, on en dé-
duit que Q serait nul sur ]ty,+00[, donc aurait une infinité
de racines : ce serait le polynéme nul.

De plus, deg(Q) = deg(P) : puisque P n’est pas le polynéme
nul, pour tout k > 1, deg(P(k)) < deg(P) d’oti on tire

deg(Q) = deg(P + P’ +P" +---+ P?D) = deg(P).

Dire que Q est nul entraine que P est nul également, ce qui
contredit ’hypothése sur P.

On en déduit que g(t) > 0 pour tout t € IR, donc que Q(t) >0
pour tout t € IR.

3) Pour tout couple (P,Q) d'éléments de IR,[X], on pose :

2n
P1Q)=>(PQ™(0).

k=0

a. Montrer que I'on définit ainsi un produit scalaire.

Solution. Posons ¢: (P,Q) — (P|Q).

1) ¢: IR, [X]x R,[X]— IR est correctement défini.

2) ¢ est symétrique car le produit de polyndmes est commu-
tatif.

3) ¢ est linéaire a gauche grace a la linéarité de la dériva-
tion, de I’évaluation en O et de la sommation. ¢ est donc
bilinéaire.

4) Soit P € IR,,[X] quelconque. Nous allons montrer que :

-~

P=0 = ¢({BP)=0
et P#0 = ¢([BP)>0.

Cela prouvera automatiquement que ¢ est définie po-
sitive : ¢(P,P) = 0 est toujours vrai, et ¢ (B P) = 0 seule-
ment si P # 0.

La premiére implication est immédiate.

Quant a la deuxiéme, supposons désormais P non nul.
Par définition de ¢ :

2n
$(BP)= > (PH)N(0).
k=0
Le polyndéme P? est non nul, positif sur IR.

D’apres le résultat de Q2b appliqué avec P? dans le role
deP: ¢(PP)>0.

b. Déterminer une base orthonormée de R;[X] pour ce

produit scalaire.

Solution. Nous allons orthogonaliser la  base
(Py, P;) :==(1,X) de R{[X] par le procédé de Gram-Schmidt.
Avant cela, remarquons que pour tous i, j € [0,n] :

(x*|x7)
2n

=2 &)Y
k=0

L L i+ 7)!
:(XHF] +(i+j)Xl+)*1+...+%

X+(i+j)!)(0)
=i+
Orthogonalisons la famille :
* Onpose: Qp:=Py=1,
de sorte que : || Qq > = (XO |X°) =(0+0)=1.
* On redresse P; :
— P.
i py - (P
lQoll
=X—(1+0)=X—1.

Qo=X—(x|1)

OnposeQ;:=X—1let:
Qi IP=lX—-11P=X[*-2&X|1)+]1]?
=21—2-114+0!=1.

Bilan : Pp=1 Qp=1 lQol*=1
Pp=X Q=X-1 [QlP=1
La famille (Qg, Q1) = (1, X —1) est une base orthonormée
de IR{[X].
c. Calculer la distance de X™ a IR;[X] pour ce produit
scalaire.
Ce nombre est noté u,.

Solution. Gréce a la base orthonormée (Qg,Q;) de IR{[X],
on calcule le projeté orthogonal de X" sur cet espace :

PR, x]X™) = (X" Qo) Qo + (X" Q1) Q;
=X"DQ+EX"IX-1)Q
=nQo+(X"X)-(X" 1) Q
=n!Qy+((n+1)!'—n!)Q;
=n!Qq+(n-n!)Q;.

On en tire :
= d (X7, RyTXT) = /17 12 = || oy pry X |

= /@@= ((2 + (n-n1)?)
car (Qg, Q1) est une famille orthonormée.
Finalement :

u, = /@01 = (n2 + 1) ()2,

4) Etudier la nature de la série de terme général (u,)~/".

Pour cela, on donne le développement asymptotique :

In(n!) =nIn(n) —n+ o(n).

n—oo

Solution. D’apres la question précédente :
_L
)7 = [ et —(? + 1) (? | 7

- exp(—% ln[(Zn)!—(n2 + 1)~(n!)2]).

Dans I'argument du logarithme, regardons lequel des deux termes
est prépondérant en cherchant un équivalent de leur rapport :

(2n)! amn (2" vama4ar (1)

(210 =2 o (g (2 - am) (27

V24"«

—> +400.
/T -n%2 n—oo
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C’est (2n)! qui 'emporte. On factorise de force par ce terme dans
l'argument du logarithme :

2 N2
()Y = exp (—zl—n In [(Zn)! x (1 _ 41 () -;2131)!01!) )D

=exp (—% [1n((2n)!) +In (1 - %)D

= exp (—i [m (2n)) + 0(1)D.

On utilise alors le développement asymptotique rappelé, avec le
changement de variable n « 2n :

()" = exp (—% [(zn) In(2n) — (2n) + o(2n) + 0(1)])

=exp ( —In(2n)+1+ 0(1)) =om

=& g o &
2n n—0co 2n
Puisque la série . 5= est divergente (multiple de la série har-
n=1
monique) et A termes positifs, on en conclut que Y. (u,) V" est
n=1
divergente.
B Exercice mineur
6 -2
Soit la matrice A= :
-5 3
1) Montrer que A est semblable a une matrice diagonale D.
Solution. Le polyndme  caractéristique de A est

24 =X2—tr(A)X +det(A) =X>—9X +8 = (X —1)(X —8).
1l est scindé a racines simples dans IR, donc A est IR-diagonalisable.
Plus précisément, A~ D := diag(1, 8).

2) Déterminer une matrice B telle que B3 =A.
Solution.

* Diagonalisons la matrice A.
On sait que A a deux racines propres simples : il suffit de trou-
ver un vecteur propre pour chaque valeur propre de A (a savoir
let8):

A—Izz(_ss _22) et A—812:(:§ :g)

ot I'on constate : 2C; +5C; =057 et C; —C, =0y .
Les vecteurs V; = (%) et Vg i= (}1) conviennent.

5 -1
* La matrice A = diag(0, 2) vérifie immédiatement A% = D.
En posant B := P AP7L:

Ainsi A=PDP~! en posant P := (2 ! )

B =pPA3pl=pDP =4
Cette matrice B répond a la question. Reste la calculer :

B =P diag(1, 2)P~!
(2 1), (1 0y, _1(1 -1
s -1 0 2 7\—5 2
_1(12 -2
“7\-5 9
3) Montrer que la matrice B trouvée a la question précé-

dente est unique.

Solution. Supposons que B> = A. On pose A := P"1BP et on
montre que A est nécessairement diag(1,2).

Tout d’abord, A® =P~ 1B3p=pP71AP=D.

Cela entraine que A commute avec D :

AxD=A3xA=A*=AxA>=DxA.

En écrivant A = (Ccl Z) et calculant séparément Ax D et D X A,

on obtient en les égalisant que 8b =betc =8¢, doncb=c=0:
A est diagonale.

En exploitant maintenant A® = D, on obtient a® =1 et d® = 8 :
nécessairement a = 1 et d = 2 (la fonction t — t° est bijective de
IR dans IR).

Finalement A = diag(1, 2) et B = P diag(1, 2)P~' : on a prouvé
qu’une seule matrice B convient.
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