Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Planches Mines-Ponts

Avec préparation de 15 minutes

[ Mines-Ponts e Planche A ]

Soit p: x — e On admet que la fonction ¢ est intégrable
sur IR et que son intégrale vaut /7.
1) Soit n € IN. Montrez qu'il existe un unique polynéme
H, tel que :

VxeR, ¢M0x)=(=1)"H,(x) p(x).

Précisez le degré et le coefficient dominant de H,,.

2) Montrer que |'application

wi(RQ)*—’f P()Q(t) p(t)dt

est un produit scalaire sur R[X].

3) a. Montrer que :

VYnelN*, YPeRIX], (PH,) =(P,H, )

b. En déduire que la famille (H,) est orthogonale.
c. Calculer ||H, II> pour tout n € IN.

4) Soit x,t € R fixé. i

Etudier la convergence de la série > H (x) —
n=0

5) Soit x € R fixé. Calculer la somme de la série entiére de

la variable t :
> H (x)

n=0

[ Mines-Ponts e Planche B ]

Soit A € S,(IR) de valeurs propres, répétées selon leur multi-
plicité :
A < A,(A) < --- < A,(A).
On note (-, -) le produit scalaire canonique de R".
On pose :

(AX, X)

VX e R"\ {0}, X.X)

Ry(X) =

Soit k € [1,n] et Gy I'ensemble des sous-espaces vectoriels
de IR de dimension k. On note (e;,...,e,) une base ortho-
normée de IR" telle que :

Vie[1l,n], Ae; =2 (A)e;.
1) Montrer que :
VX € Vect(ey,...,e) \ {0}, Ru(X)€[A,(A), 1(A)].

2) Montrer que :

A4(4) = in (Xg‘l/a\lx }RA(X))

3) Soit A,B € S,(IR).
En déduire que :
21(A)+ A (B) <

A(A+B) < A,(A) + A(B).

[ Mines-Ponts e Planche C ]

Soit ag, ..., a, € C distincts. Soit A,B € #,(C).

On pose :

$: PeC,[X] — (P(ap), ..., P(ay)) e C**.

1) Montrer que ® est un isomorphisme.

2) Montrer que, pour tout i € [0,n], il existe un
unique L; € C,[X] tel que Li(a;) =1, et Li(a;) =0
pour tout j #1i.

3) Exprimer y, comme combinaison linéaire des L;.

4) En déduire que f: A e M,(C) — y, € C,[X] est
continue.

5) Montrer finalement que Y5 = ¥ga-

Sans préparation

[ Mines-Ponts (sans prép.) e Planche A’ ]

Soit A et B deux variables aléatoires indépendantes suivant
la loi géométrique de paramétre p € 10, 1[.

Déterminez la probabilité pour que toutes les solutions de
I"équation différentielle

¥y 4+A-1)y' +B*y =0

tendent vers 0 en +00.

[ Mines-Ponts (sans prép.) e Planche B’ ]

1) Soit a, b deux réels strictement positifs.
Montrer que :

2) Calculer Z 1(+13)
n
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