
Classe de PSI ◦ Révisions pour les épreuves orales

Planches Mines-Ponts

Avec préparation de 15 minutes

Mines-Ponts • Planche A

Soit ϕ : x 7→ e−x2 . On admet que la fonction ϕ est intégrable
sur R et que son intégrale vaut

p
π.

1) Soit n ∈ N. Montrez qu’il existe un unique polynôme
Hn tel que :

∀ x ∈ R, ϕ(n)(x) = (−1)n Hn(x)ϕ(x).

Précisez le degré et le coefficient dominant de Hn.
2) Montrer que l’application

ψ: (P,Q) 7→
∫ +∞

−∞
P(t)Q(t)ϕ(t)dt

est un produit scalaire sur R[X ].
3) a. Montrer que :

∀n ∈N∗, ∀ P ∈ R[X ], 〈P, Hn〉=



P ′, Hn−1

�

.

b. En déduire que la famille (Hn) est orthogonale.
c. Calculer ∥Hn ∥

2 pour tout n ∈N.
4) Soit x , t ∈ R fixé.

Étudier la convergence de la série
∑

n⩾0
Hn(x)

tn

n!
.

5) Soit x ∈ R fixé. Calculer la somme de la série entière de
la variable t :

∑

n⩾0

Hn(x)
tn

n!
.

Mines-Ponts • Planche B

Soit A∈ Sn(R) de valeurs propres, répétées selon leur multi-
plicité :

λ1(A)⩽ λ2(A)⩽ · · ·⩽ λn(A).

On note 〈 · , · 〉 le produit scalaire canonique de Rn.
On pose :

∀X ∈ Rn \ {0} , RA(X ) =
〈AX , X 〉
〈X , X 〉

.

Soit k ∈ J1, nK et Gk l’ensemble des sous-espaces vectoriels
de Rn de dimension k. On note (e1, . . . , en) une base ortho-
normée de Rn telle que :

∀ i ∈ J1, nK , Aei = λi(A) ei .

1) Montrer que :

∀X ∈ Vect(e1, . . . , ek) \ {0} , RA(X ) ∈
�

λ1(A), λk(A)
�

.

2) Montrer que :

λk(A) = min
V∈Gk

�

max
X∈V\{0}

RA(X )
�

.

3) Soit A, B ∈ Sn(R).
En déduire que :

λ1(A) +λk(B)⩽ λk(A+ B)⩽ λn(A) +λk(B).

Mines-Ponts • Planche C

Soit a0, . . . , an ∈ C distincts. Soit A, B ∈Mn(C).
On pose :

Φ: P ∈ Cn[X ] 7−→
�

P(a0), . . . , P(an)
�

∈ Cn+1.

1) Montrer que Φ est un isomorphisme.
2) Montrer que, pour tout i ∈ J0, nK, il existe un

unique Li ∈ Cn[X ] tel que Li(ai) = 1, et Li(a j) = 0
pour tout j ̸= i.

3) Exprimer χA comme combinaison linéaire des Li .
4) En déduire que f : A ∈ Mn(C) 7→ χA ∈ Cn[X ] est

continue.
5) Montrer finalement que χAB = χBA.

Mines-Ponts • Planche D

Soit f : x ∈ R+ 7−→
∫ +∞

0

1− e−x t

t
sin(t)dt.

1) a. Justifier la convergence de l’intégrale

I =

∫ +∞

0

sin(t)
t

dt.

b. En déduire que f est bien définie sur R+.
2) La fonction f est-elle continue sur R∗+ ? sur R+ ?
3) Montrer que f est dérivable sur R∗+.

Exprimer f ′ de manière simple.
4) Trouver une expression de f . En déduire la valeur de I .

Sans préparation

Mines-Ponts (sans prép.) • Planche A’

Soit A et B deux variables aléatoires indépendantes suivant
la loi géométrique de paramètre p ∈ ] 0, 1[.
Déterminez la probabilité pour que toutes les solutions de
l’équation différentielle

y ′′ + (A− 1) y ′ + B2 y = 0

tendent vers 0 en +∞.

Mines-Ponts (sans prép.) • Planche B’
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1) Soit a, b deux réels strictement positifs.
Montrer que :
∫ 1

0

ta−1

1+ t b
dt =

∞
∑

n=0

(−1)n

a+ n b
.

2) Calculer
∞
∑

n=0

(−1)n

1+ 3 n
.

Mines-Ponts (sans prép.) • Planche C’

Soit n⩾ 2, U un ouvert de Rn et γ: [0, 1]→ U une fonction
continue.
Montrer qu’il existe δ > 0 tel que :

∀ t ∈ [0,1] : B (γ(t),δ) ⊂ U .

Mines-Ponts (sans prép.) • Planche D’

Soit deux entiers n, N ⩾ 2. On considère n variables aléa-
toires i.i.d. de loi U

�

{1, . . . , N}
�

. On note T le nombre de
valeurs distinctes prises par ces n variables.

1) Calculer E(T ).
2) Donner un équivalent de E(T ) lorsque :

a. n→∞, à N fixé ;
b. N →∞, à n fixé ;
c. n= N →∞.

3) Calculer V(T ).
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