Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Corrigés des planches INP :

quatrieme série

[ INP e Planche N ]

B Exercice majeur
Soit n un entier supérieur ou égal a 3. On pose :

1 2 e n

2
A=
(0)

n

1) Déterminer le rang de A et dim(Ker(A)).
Solution.

* Les colonnes C3 a C, sont des multiples de C, (C;, = k/2.C,)
donc rg(A) = rg(C;,Cy) = 2 car les 2 premiéres colonnes sont
non colinéaires (grace aux coefficients a, ; = 2 et ay , = 0).

¢ Par le théoréme du rang matriciel :

dim (KerA) = ng(A) —rg(A) =n—2.

2) Montrer que A est diagonalisable.

Solution. A est symétrique a coefficients réels donc elle est dia-
gonalisable par le théoréme spectral.

3) Quel est I'ordre de multiplicité de la valeur propre nulle ?
Solution. Notons que O est une valeur propre de A car
dim(KerA)=n—22>1.

De plus, comme A est diagonalisable, I'ordre de multiplicité de ses
valeurs propres est égale a la dimension du SEP associé :

my(A) = dim (Ey(A)) = dim(KerA) =n—2.

4) Montrer que :
VX € y,(R\{0}: XTAX < max (1) (X"X),
’ A€Sp(A)

avec égalité si et seulement si X est vecteur propre de A
pour la plus grande valeur propre de A.
Solution.
* Munissons IR" de son produit scalaire canonique.

Considérons u: V — AV I'endomorphisme de IR" canonique-
ment associé a A. Comme la base canonique est orthonormée,
u est autoadjoint et par le théoréme spectral, il existe une
base (V,...,V,) de R" orthonormée, constituée de vecteurs
propres de u. Notons (A4,...,A,) les valeurs propres associées.
Prenons X € IR" \ {On,l} que l'on décompose sur cette base

*

n
X = 3 x; V;. On obtient alors :
i=1

n n
XTAX = (X, AX) = < S Vi, Y xjAvj>
i=1 j=1

n
=( 2 xiVi 2%V
=1 =]

M=
N

1
car la base (Vq,...,V,) est orthonormée. En notant

M = max (Sp(A)), on obtient :
n
X"AX <M Y x?=M ||X|*=MX"X,
i=1

car les x; sont les coordonnées du vecteur X dans la
b.o.n. (V4,...,V,). En conclusion :

VX eR'\{0,,}: XTAX<M-(x"X).

* Supposons qu’il y ait égalité. Alors :

M=

n n
S AxE=Y Mx? donc Y (M—A)xZ=0.
i=1 i=1

i=1

1l s’agit d’'une somme de termes positifs, donc puisqu’elle est
nulle, tous ses termes sont nuls :

Vie[l,n]: (M—A)x?=0 cad M=2A; ou x;=0.
Les x; sont nuls pour tous les i tels que A; < M.
On en déduit que X est combinaison linéaire des vecteurs V;
associés a la plus grande valeur propre M, donc X € Ej;(A).
Comme X # 0,7, cest un vecteur propre de A associé¢ de A a
sa plus grande valeur propre.

5) Montrer que A a 3 valeurs propres distinctes 0, A, 1—A
avec A > 1.
Solution.

¢ Comme A est diagonalisable, y, est scindé sur IR; on a vu que
mgy(A) =n—2, donc y, s’écrit :
a=X""2.(X=2)-(X—p) ouAu#o0.
La somme des valeurs propres vaut tr(A) = 1, donc
0+---+0+A+u=1, cadu=1-A.
Ainsi : il existe A # 0 tel que Sp(4) = {0,A,1—A}.
Remarquons que la plus grande valeur propre de A se trouve
parmi A et u. En effet, sila plus grande valeur propre était 0, on
aurait A < O et u < 0donc A+u <0 : cela contredit A+pu =1.
Quitte a échanger A et u, nous supposerons que A est la plus
grande valeur propre de A.
Pour montrer que A > 1, on applique la question précédente
avec le vecteur X = (1,1,0,...,0) € R" :

T
JXTAX (X, AX)

TOXXT x|
(1,1,0,...,0), (3,2,3,4,...,n))
- 2
5
2

Cela prouve en particulier que A > 1.

Remarque. On peut prendre d’autres vecteurs X pour obtenir de
meilleures minorations, par exemple X = (1,0,...,0,1) qui don-
nera A = n+ % Il est également possible de déterminer la va-
leur exacte de A en résolvant directement l'équation aux éléments
propres AV = AV pour A # 0.

H Exercice mineur

On pose, pour tout réel x €[0,1] et tout entiern€ IN :

e o
xX)= —— t M, = —dx.
fulx) l+n2x2 °© " L 1+ n2 x2

1) Montrer que la suite (f,),>o converge simplement
sur [0, 1] vers une fonction f, que I'on précisera.

Solution. Fixons x €[0,1]. Alors:
v N ) e X 1 six=0,
nelN: X)=—— ——
I 1+n2x2 n-oo |0 siO<x<1.

Conclusion : La suite (f,,),>o converge simplement sur [0, 1] vers
la fonction f = 1g;.
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2) Soit a € ]0,1]. Montrer que la suite (f,),>o converge
uniformément sur [a, 1].
Solution. Fixons a € ]0,1] et I =[a,1]; majorons || f,, — f ||f>o
pour tout n € IN* (comme on s'intéresse & la limite quand n — oo, on
peut ignorer f;) :

Vxela,1]: |fn(x)_f(x)|:‘

e*x
— 0
1+ n2 x2 ‘
—X

e
1+n2x2°

Puisque 1+n?x?>>1+a?n’>a’n?>>0:
1
Vxela,1]: |fn(x)—f(x)|<ﬁ, indép. de x.
aZn
On en déduit que :
Vn=>1: I < 1
n=z1: ||fn—f||oo\m-

Puisque =5 ——— 0, par le théoréme d’encadrement :
nea n—oo

I
1fa=Fllos 5557 O

Conclusion : Pour tout @ € ]0,1], la suite (f,),>¢ converge uni-
formément sur I vers la fonction f.

3) Qu'en-est-il sur 'intervalle [0,1]7
Solution. On remarque que toutes les fonctions f,, sont continues
sur [0, 1], mais pas leur limite simple f = 14 (qui est discontinue
en 0).
La convergence de la suite (f,),>0 ne peut donc pas étre uniforme
sur le segment [0, 1], car cela contredirait le théoréme de transfert
de continuité.

4) Déterminer la limite de la suite (M,),>0-
Solution. On applique le théoreme de convergence dominée a
la suite (f,,)p>0 sur le segment [0,1] :
* La suite (f,,),>o converge simplement sur I vers f = Lq; ;
x Toutes les fonctions f,,, ainsi que f, sont c.p.m. sur [0,1];

+x Dominons les fonctions f, par une fonction ¢ intégrable
sur[0,1]:

e—X

VHG|N,VX€[O,1]Z |fn(X)|=m

<1 indép. de n,

donc la fonction ¢ : x — 1 convient : les fonctions constantes
sont intégrables sur les intervalles bornés (comme par exemple
le segment [0,1]).

Le théoreme s’applique, et on obtient :
1 1
VnelN: M, =f fa(x)dx — J f(x)dx=0.
0 0

Conclusion : lim M, =0.
n—.oQ

Remarque. Le théoréme d’interversion lim / f sur un segment ne
s’applique pas ici, car la suite (f,),>o ne converge pas uniformément
sur le segment [0,1].

[ INP e Planche P ]

B Exercice majeur

+00 1
Soit f: XHJ;) mdt

1) Déterminer le domaine de définition 9 de f.

Solutiog. Fixons x € IR et déterminons si linté-
oo
grale f 0 tx(th)dt est convergente.

. . 1 .
La fonction ¢ : t — Ty estepm (car continue) sur ]0,+oo[.
Comme cette fonction est positive, prouver la convergence de

l'intégrale est équivalent a prouver que la fonction est intégrable.
* En 0%, ¢(t) ~ tix, donc ¢ € L1(]0,1]) si et seulement si
x<1;

* En+oo, ¢(t)~ t,‘%, donc ¢ € L' ([1,+00[) si et seulement
six+1>1,cad. x>0.
Ainsi ¢ € L1(]0,+00[) si seulement si x € 10,1 [.
Conclusion: 2 =1]0,1[.

2) Montrer que f est continue sur 2.

Solution. On applique le théoréme de continuité des intégrales a
parametres.
Posons g: ]0,+o0[x]0,1[— IR
1
t, —_—.
(tx)— tx(1+1t)
* Pour t € ]0,4+00[ fixé :

X — ! = 1
X (1+t) exh®(1+¢)

est continue sur ]0,1[;
Pour x €]0,1[ fixé, t — m est c.p.m. sur ]0,+00[;

*

Effectuons une domination locale.
Prenons un segment [a,b] C ]0,1 [ et majorons :

*

1 1

Vxelab],Vt>0: |g(t,x)|= TR = ITGIESE

— 1ercas:si0<t <1, alorsIn(t) <O0.
Puisque x < b, x In(t)> b In(t), X0 > bIn(0)
cad t*=th;
etcommel+t>1: t*(1+t)=tP>0,
etenfin: |g(t,x)|< .
— 2ecas:sit>1,
on prouve de facon similaire : | g(t,x)| < [a%
1
= sio<t<1,

En posant ¢: t— t

P sit>1,
alors¢€L1(]0,+oo[) etona:
Vx€la,b], Vt>0: [g(t,x)|<(t).

Le théoréme s’applique, prouvant que f est continue sur ]0,1 [.

3) Montrer que, pour tout x € 9 :
1-x€2 e f(x)=f0-—x).

Solution. Pour tout x € 9, 0 < x <1 donc —1 < —x < 0 puis
0<l—-x<1lcadl—-xe9.

Fixons x € 9 et effectuons le changement de variable t = % dans
lintégrale définissant f(x). Quand t —» 0%, u — +00

et quand t — +00, u— 0% etonadt =—2; du.

Puisque l'intégrale de départ est convergente, le changement de
variable est légitime et :

+0o0o 1
f(x)=J; mdt
0 1 1
- Jm )" A+ 1) (‘u_Z) du

+o0
1
= —————du
o ueu™ xu-(141/u)

+0o0o 1
= —d
JO ul=x (u+1) u

=f(1—x).
1 tx—l
On introduit h: XHJ‘ de.
o 1+t

4) Montrer que h est continue sur ]0,+0o][.

Solution. On applique le théoreme de continuité des intégrales a
parameétres une nouvelle fois. On effectue une domination locale
(pour tout x € [a, b], segment inclus dans ]0,+oo[) par la fonction do-
minante ¢ : t — ==

ti—a”
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5) Montrer que : Conclusion:  f(x) ~ 1 et f(x) ~ ! .
x—0*t X x—1— 1—x
1 . .
Vxe2: f(x)=h(1l—x)+=—nh(1+x). m Exercice mineur
X Soit f I'endomorphisme de IR;[X] défini par :

Solution. Pour x € 2 fixé, par la relation de Chasles pour les YPeR [X] . f(P) —p—p’
intégrales généralisées : 3 ’ ’

1 1 voo 1) Calculer la matrice de f dans la base canonique
X)= ——dt+ ——dt
£ L 01D L SaTD de Ry[X].
: +oo Solution.
t 1 . . .
= f —dt+ f — dt Remarque. On peut expliquer rapidement que f est bien un endo-
o 1+t 1 e (1+10) morphisme de IR3[X ] : la linéarité ne fait pas de doute, mais souligner
3 b (1—x)-1 . too @ rapidement que si P € IR3[X ], alors :
), 1+t L 1+ deg(f(P)) < max (deg(P), deg(P")) = deg(P) < 3.
—h(1—x)+ oo 1 d Les images des vecteurs de la base canonique % = (1,X,X2,X%)
- L1401 : de IR3[X] par f sont :
— —y_ 2y _ w2 _ 3y_ y3_
Dans cette derniére intégrale, on effectue le changement de va- fA)=1, fX}=X-1, fX}=X"—2X et f(X")=X"-3X.
riable usuel t = %, pour lequel dt = — du : On en déduit que :
u
1 -1 0 0
+o00 0
LI ! .(_i)du ¢=l0 1 2 o
, EaF0T ), (T e m=lo o 1 -3
1 x—1 0 0 0 1
= J u du. o )
o utl 2) f est-il diagonalisable?
Pour faire apparaitre h(1 + x), on écrit au numérateur Solution. Comme la matrice M de f dans la base canonique est
1=(u+1)—u: triangulaire supérieure, les valeurs propres de f se trouvent sur la
oo . diagonale :
LR el (RO St sp(f) = {1}
, t(1+1) 0 u+1 Si f était diagonalisable, sa matrice dans une base de vecteurs
1 (401 propres serait nécessairement diag(1,1,1,1) =I4; on en déduirait
= J (ux—l — u_) u que f =idg,[x] et donc que M =1, : ce n'est pas le cas.
u+1
01 (et Remarque. On peut aussi constater que
+x)—
= | wldu— | ——du; dim Ey () = dim(E; (M)) = 1 # 4 = my (f).
0 o u+l
utiliser la linéarité de l'intégrale est possible ici car les deux inté- 3) Montrer que f est bijectif.
grales obtenues sont convergentes : intégrale de Riemann en 0% Solution. f est un endomorphisme d'un espace vectoriel de di-
d’exposant a = 1 —x < 1, et intégrale définissant h(1 + x). mension finie. Puisque O n’est pas valeur propre de f, alors f est
Finalement : bijectif.
+00 7 7 ~ .
J 1 4o [ﬁ]l Ch(1+x) 4) Trouver un antécédent de X par f; méme question
1 (@40 0 pour X2 et X3. Déterminer f~.
— 1 h(1 + x). Solution. On peut inverser rapidement la matrice de f par le mi-
X roir de Gauss-Jordan. On obtient :
1 1 1 2 6
Conclusion: Vxe€92: f(x)=h(1—x)+——h(1+x). 1y -1 (o 1 2 6
X maf D =(matH) =lg o T 5
6) En déduire un équivalent de f aux bornes de son inter- 0 0 0 1

valle de définition. Les colonnes de cette matrice donnent les antécédents de 1, X, X2
Solution. et X3 par f ; on obtient :
* Equivalent en 0*. Faisons tendre x vers 0% dans la formule =1
précédente. Puisque h est continue en 1, h(1 —x) et h(1 + x) FX)=1+X
tendrent vers h(1), ce qui permet de les écrire h(1) + o(1) :
Flx®)=2+2x+x?

f(x)=h(l—x)+§—h(1+x) Fix®) =6+6X+3x2+X5.

1 Sy .
_ (h(l) 4 0(1)) L2 —(h(l) 4 0(1)) Plus généralement :
x
1 VP=a+bX+cx2+dx3eRy[X]:
==+ o(1).
RO FUP)=(a+b+2c+6d)-14+(b+2c+6d)-X
Puisque 1 est négligeable devant 1/x en 0%, on a a plus forte +(c+3d)-x*+d-X>.
raison :
1 1 1
f(X): )—( +O(;) %Jr )—(
* [ INP e Planche Q ]
Equivalent en 1. On raméne le probléme en 0% en posant
x = 1—h; on utilise ensuite la question 3 et 'équivalent en 0" B Exercice majeur

que Ton a trouvé ci-dessus : On considere la suite (a,),cy définie par :

1
= —h)= ~ = a
fe)=f£Qa=h f(h)h%mh 1—x’ ap=a;=1 et YnelN: a,,=a,,; + ——.
x—17 n+2
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1) Montrer que la suite (a,),en €st a termes strictement
positifs.
Solution. Par récurrence double sur n € IN, montrons les propo-
sitions :
H(n): «a,>0»
x Initialisation. Puisque ay, = a; = 1, #(0) et #(1) sont
vraies.
x Hérédité double. Soit n € IN tel que s#(n) et #(n + 1) sont
vraies : a, > 0 et a4 > 0. Puisque a,4n = a1 + %,
a,4o > 0 également et #(n + 2) est démontrée.

Conclusion : Yne€lN, a, > 0.

2) a. Montrer que cette suite est strictement monotone a

partir du rang 1.
Solution. En utilisant la définition de la suite et la question
précédente :

aTl
n+2

c’est-a-dire, par une translation d’indice :

YnelN: apo—au= >0

Vn=1: au4q—a,>0.

En d’autres termes, la suite (a,,),>0 est strictement croissante
a partir du rang 1.

b. Montrer que la série . (4,42 —a,.1) est divergente
n=0
et en déduire la limite de la suite (a,).
Solution.
¢ Comme précédemment: Vne€lIN: a,9—ap = %
Comme la suite (a,),>o Vérifie ay = a; et qu'elle est stric-
tement croissante a partir du rang 1, cette suite est globa-
lement croissante. Elle est donc minorée par son premier
terme ay =1, d’ott :
a, 1
—_— = =20
n+2 n+2

VnelN: apo—ap =

Comme la série —L_ est divergente (c’est & peu de chose
n+2 p
n=0
preés la série harmonique), par théoréme de comparaison, la
série Y. (42 —any1) est également divergente.
n=0

La série télescopique . (a,45 —@y41) est de méme na-

nz

ture que la suite (a,),>0 : la suite (a,),>o est donc diver-
gente elle aussi.
En outre, cette suite est croissante, donc elle admet une
limite (finie ou infinie).
Puisqu’elle est divergente, cette limite ne peut étre
que +00.
Conclusion : a, —— +00.

n—oo

On note S(x) la somme de la série entiére >_ a, x", pour les
n=0
réels x pour lesquels elle existe.

3) a. Déterminer le rayon de convergence de cette série
entiére.
Solution. Comme tous les termes de la suite (a,) sont non
nuls (ils sont supérieurs ou égaux a 1), on peut appliquer la regle
de d’Alembert pour les séries entiéres.
On part de la relation de récurrence, que l'on divise par
a,+1>0:

a 1 a
VnelN: —2_-714 —_.
An+1 n+2 apy
Puisque la suite (a,,),>o est positive d’'une part, et croissante
d’autre part, ona: 0 < aail < 1. On obtient I'encadre-
n
ment :

a 1
VnelN: 1<-2<1+4 )
Api n+2

Les deux extrémités tendent vers 1 quand n — oo, donc par
le théoréme des gendarmes :

An+2 \ 4 An+1
e 1, dotégalement: -~ — 1.
Apyp MO0 a, n—oo

5 , > : : . —1_
La regle de d’Alembert s’applique et on obtient: R= 7 =1.

b. Montrer que, sur l'intervalle ouvert de convergence,
la fonction S vérifie I'équation différentielle :

(x—1y +(x+1)y=0.
Solution. Prenons x € ]-R,R[ =]—1,1[, de sorte que
S(x) =" a, x".
0

Les sommes de séries entiéres se dérivent terme a terme sur
I'ouvert de convergence, d’ou :

S/ _ = n—1
(x)=>na,x".
1

On injecte dans I'équation :
(x—1)S"(x) + (x +1)S(x)

oo o0
=(x—1) Y na,x" T+ (x+1) Y a, x"
T 0

(oo} e} oo
na, x" = na, x"+ 3 a "+ 3 a, x"
1 0 0

~M8 ~D18

[ee] [ee] [ee]
na,x" =Y (n+ a1 X"+ apq x"+ > a, x"
0 1 0

oo
=(ag—ap)x’+ X [—(m+1)ap +(n+1)a, +a, 1] x"
1

Comme ay = a; = 1 et grace a la relation de récurrence, cette
expression est nulle.

Conclusion: VYxe€]-1,1[: (x—1)S'(x)+(x+1)S(x)=0.

c. En déduire |'expression de S.
Solution. Résolvons 'équations différentielle
H (x—1Dy +(x+1)y=0
sur lintervalle I := ]—1,1[. C’est une équation différentielle
linéaire homogéne d’ordre 1, sans singularité : nous allons
trouver une droite vectorielle de solutions. La fonction
x+1 2
a: x— —— =
x—1 x—1
a pour primitive sur l'intervalle I
A: x>—>x+21n|x—1| =x+2In(1—x),

pour laquelle exp (—A(x)) = %, ainsi :

-Li[-R _
3’(H,I)={ A S ; AeIR}.
(1—x)?
La fonction S appartient a cet ensemble; puisque
S(0) =ay =1, pour cette fonction, A= 1.

—X

. _ &
Conclusion : Vx € ]-1,1[, S(x) —x2
4) a. Montrer que :

N 13k
VnelN: an=2g(n—k+1).
k!

Solution. Pour trouver les coefficients a,, on développe en
série entiére 'expression de S(x) que l'on vient de trouver :

IR S e
Vxel-1,1[: S(x)=e xm_e de( x)

oo oo
_1 n
= (Z ( ') x“) X (Z(n+l)x”).
n=0 n n=0
Les séries entiéres intervenant ci-dessus ont toutes les deux un

rayon de convergence d’au moins 1; sur ]—1,1[, le produit de
leurs sommes est égal a la somme de leur produit de Cauchy :

. — n _ _
Vxel-1,1[: S(x)=) c,x" pour ¢, =y, o (n—k+1).
n=0 k=0
Par unicité du développement en série entiére, on obtient :

n _1k
VnelN: anzkz_o(k!) (n—k+1).
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b. Déterminer un équivalent de a,, quand n — ©0.
Solution. Quand n — oo dans I'expression précédente, écri-
vons :

a,= Z( * (n—k+1)

par

25 (-4

k=0

Sn

On conjecture que :

Sn Z( l)k _1;

montrons-le en majoration l’ecart entre les deux.

n k k
(-1) (= 1)

S5 (-57)- Z

k=0 =
Z (- 1)k k—1 i

1 (k— 1) (—1)"

. Z Z k!

! k=n+1

= -

La premiére somme est la somme partielle de la série . n-l
n=0

qui est convergente. Cette quantité est donc bornée; divisée

par n, elle tend vers 0 quand n — oo.

La seconde somme est le reste de la série convergente définis-

sant e! : elle tend également vers O.

Par le théoreme d’encadrement, tout cela prouve notre

conjecture :
1 1
s —— e etdonc s, ~ ~—.
n—oo n—oo e
. s n
Conclusion : Par produit d’équivalents: a, ~ -—.
n—o0 e

B Exercice mineur

On lance successivement un dé a 6 faces équilibré et on ar-
réte les lancers quand on a obtenu chaque chiffre au moins
un fois.

On note N le nombre total de lancers effectués (quand tous
les chiffres ont été obtenus) et X, le nombre de lancers néces-
saires, en plus du premier, pour obtenir un résultat différent
de celui du premier lancer.

1) Soit k = 2. Lors du k-ieme lancer, quelle est la proba-
bilité d'obtenir un résultat différent de celui du premier
lancer?

Solution. Notons D; le résultat du dé au i€ lancer.

Les variables D; sont i.i.d. de loi uniforme sur [1,6].

Pour k > 2, on cherche donc P(Dy # Dy).

On applique la formule des probabilités totales sur le s.c.e. en-
gendré par Dy :

6
P(Dy #D;)= >, P([D; =ilN[Dy # D;])

i=1
6

P([D, =i]1N[Dg #1])

I\
-

Il
™Mo

P(D; =i)P(Dy #1i) (D; L Dgcark#1)

Il
-

(car Dy, Dy = % ([1,6]))

I
TV
=
[« 3R]

I
[N Y]

2) Déterminer la loi de X, ainsi que son espérance.

Solution. X, donne le rang du premier succeés dans une succes-
sion illimitée d’épreuves de Bernoulli (le résultat du lancer est-il
différent du résultat du premier lancer ?) mutuellement indépen-
dantes et de probabilité de succes constante égale a g

On en déduit que Xy, — ¢ (5/6)
Immédiatement : E(X,) =z /5

|O\

3) Déterminer I'espérance de N.

Solution. On définit de maniére analogue les variables X3 a Xg
(nombres de lancers supplémentaires a effectuer pour obtenir le 3¢/4¢/5¢/6¢
résultat distinct).
Ainsi: N=1+Xy;+X3+---+Xg.
Comme pour X,, on montre que les variables X, pour k = 3
suivent des lois géométriques de parameétres 4/6, 3/6, 2/6 et 1/6.
Puisque toutes les X} sont d’espérance finie, par linéarité de l'es-
pérance, N également et :
E(N)=E(1+X, +X3+ - +X¢)
6 6 6 6 6
=l+-+—+-+-+-
5 4 3 2 1
=1+12+15+2+3+6

=14,7.

Il faut en moyenne 14,7 lancers d'un dé a 6 faces pour obtenir
toutes les faces du dé au moins une fois.
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