Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Planches Mines-Télécom : corrigés A-G

[ Mines-Télécom e Planche A ]

H Exercice n°1
Soit (u,),en- définie par :

2

VnelN*, unz(n sin(%))n .

Déterminer { = lim u,.
n—oo

Solution. On écrit :
Vn=z1, u,= exp|:n2 ln(n sin(%))]
On effectue un DL a deux termes de 'argument du logarithme :

: 1.3 3 1
sm(x)zx—gx +o(x) et - —= 0

. 1 1 1
donc : nsm(%)zn(;—m+o(n—3))
-1t +0(i).
6n2 n2)’
puis : ln(nsin(l))zln(l—L+o(l))
n 6n2

n2

— 0 quand n — o0

1 n 1
n—oo  6n2 o n2

1
oo 6n2’
\ . n? 1
dou: n? ln(n sm(%)) e ez = —<
_,_1
n—oo 6

Finalement, par composition de limites avec exp(x) —/> e V6!
x——1/6

Uy —— e s,

m Exercice n°2

Soit E un espace euclidien de dimension n = 1 et
AB = (eq,...,e,) une base orthonormée de E.

On consideére I'endomorphisme u de E défini par :

Vie[l, n—1], u(e;)=¢e;4; et ule,) =e;.

1) Dans les cas n = 2 et n = 3, montrer que u est une
isométrie et la caractériser géométriquement.

Solution. Dans les cas n = 2 et n = 3 les matrices de u sont res-
pectivement

0O 0 1
1
Mzz((l) 0) et M3:(1 0 O).
0O 1 O
Ces matrices sont clairement orthogonales (leurs colonnes sont

orthonormées) et comme 98 est une base orthonormée, u est dans
ces deux cas une isométrie.

e Pourn=2:
M, = 0 1\ _[cos(®/2)  sin(7/2)
27\1 o) \sin(n/2) —cos(n/2))"
donc on reconnait la matrice de la réflexion d’axe A incliné de

6/2 = m/4 par rapport au vecteur é,, autrement dit la droite A
d’équation y = x.

¢ Pour n = 3, apres avoir vu que M3 € O(3) (donc que u est une
isométrie), on voit que det(M3) = +1, donc u est une rotation.
Son axe est E;(M3) et comme :
)

-1 0 1
My—L=(1 -1 0] ou cl+c2+c3=(
0 1 —1

coo

1
l'axe est dirigé par i := 1)

Son angle 6 vérifie 1+ 2 cos(6) = tr(M3) =0,
donc cos(0) = —%, dou 6 = :I:%’T [2m].

. - 1
Pour trouver son signe, on prend le vecteur V := (—01) ortho-
gonal a ’axe, et on observe :

smr=(3)r(3)(

donc l'angle de la rotation est 0 = +2T".

=

Conclusion : u est la rotation d’axe dirigé par i = ( ) et

, 2
d’angle 6 = +5F.

2) Dans le cas général, u est-il une isométrie 7
Si oui, préciser si elle est directe ou indirecte.

Solution. Dans le cas général, la matrice de u dans la base
orthonormée 93 s’écrit :

0O -+ -~ 0 1
1 . 0
M=|o
: . .0
0 - 0 1 0

(n)

Les colonnes de cette matrice sont clairement orthonormées, donc
M € 0, (IR) et u est une isométrie.

Ensuite, en développant le déterminant de M par rapport a la pre-
miére ligne :

det(w) = (—1)+ | © = (-1,
: . .0
0 oo 0 1

u est donc une isométrie directe quand n est impair, et indirecte
quand n est pair.

On suppose a présent que E est un C-espace vectoriel de di-
mension n = 1, que B = (e;,...,e,) est une base de E et
que u est défini comme précédemment.
3) Soit A € C. Déterminer le rang de u— Aid.
L'endomorphisme u est-il diagonalisable ?
Solution.

* Lerang de u— Aidg est le rang de sa matrice dans la base 2 :

- ) 1
M—AL=| 1
(0) 1 -

(n)

Ce rang est supérieure ou égal a celui de la matrice obtenue en
rayant 1 ligne et derniere colonne :

1 -2
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matrice triangulaire de déterminant 1, donc inversible, donc de

rang (n—1).
Ainsi, rg(u—Aidg) = n—1.
Rappelons que rg(u — Aidg) = n si et seulement si

det(u—Aidg) # 0.

Le calcul de ce déterminant (..) donne A" — 1, donc

rg(u—Aidg) = nsi et seulement si A" # 1.

n siAt#1,

n—1 siA"=1.

* D’apres ce qui précede, les valeurs propres de u sont exacte-
ment les complexes A tels que A" = 1. 1l s’agit des racines n®
de 'unité. Comme il y en a n distinctes et que dim(E) = n,
cela suffit pour prouver que u est diagonalisable.

Conclusion. rg(u—Aidg) = {

n—1
Soit P = > a, Xk € R[X] et A la matrice définie par :
k=0

Ay dp—1 Ap— a;
a;
A= g, a,_ | € (0.
an—1
adp— a; a4 o

4) Exprimer la matrice A a I'aide du polyné6me P et d'une
matrice plus simple.
La matrice A est-il diagonalisable sur C? sur IR?

Solution. Toujours avec M, la matrice de u dans la base %, on
remarque que :

A=agl,+ay M +ay M2 +-+-+a,_ M"!
n—1
:ZakMk
k=0
=P(M).

Puisque que M est diagonalisable sur € avec pour valeurs propres
les racines n® de I'unité, il existe une matrice Q € GL,(C) telle que :

M =Qdiag(1,w,...,0" ) Q! ollw:= el2m/n,
[ S S ——

D
On en déduit :
n—1 n—1 n—1
A=P(M)=Y aM* =3 a, (@DQ ) = a,QD*Q!
k=0 k=0 k=0
n—1
=qQ (Z aka) Q!
k=0

n n n
=Q diag( Stap 1k, Yo, .., Dl (w"_l)k) Q!
k=0 k=0 k=0
=Q diag(P(1), P(w), ..., P(0" 1)) QL.
Ceci montre que A est diagonalisable sur C et que ses valeurs
propres sont les P(«wX) pour k € [0, n—1].
Pour que A soit diagonalisable sur IR :

« il est nécessaire que A soit réelle, donc que les a; soient tous
réels, et que A n'admette pas de valeur propre complexe non
réelle. 11 faut donc que tous les P(wX) soient réels.
réciproquement, si les a; et les P(wk) sont tous réels, A est
semblable dans .#,(C) a une matrice D diagonale réelle.

On peut démontrer (mais ce n’est pas immédiat) que A est
également semblable a D dans .#,(IR). On prouve ainsi que
A est diagonalisable dans IR.

Conclusion. A est diagonalisable dans IR si et seulement si tous
les a; et tous les P(w*) sont réels.

[ Mines-Télécom e Planche B ]

W Exercice n°1
Soit A€ #,(R) telle que

A+ A2+A=0.

Démontrer que tr(A) € Z.

Solution. Le polynéme P := X3 + X2 +X est annulateur de A. Pour le
factoriser dans €, on mobilise les racines cubiques de I'unité :

P=XxX*+X+1)

Xx3-1
=X X

X-1

X—-1)X—j) X —j? .
=X><( )(X Jl)( J) (oﬁj::elzﬂ:/B)

=X X —-)HX—).

On en déduit que les valeurs propres complexes de A se trouvent parmi
2,
0,j,j°:
-
Spc(A) c {0, j, i}
Le polynéme caractéristique y, est scindé dans C et ses racines se
trouvent parmi 0, j, j% ; comme il est unitaire, il se factorise sous la forme :

A =X(X —)NP (X —j*)F° ota,b,ceN.

(noter que a, b ou c peuvent s’annuler si jamais le complexe correspondant
n'est pas racine de y,)

Comme A est une matrice réelle, ses racines complexes sont conjuguées,
et deux racines conjuguées ont méme ordre de multiplicité.

Puisque > =], onab=c.

Le degré de y, est égal a la taille de A, soit n.

On en déduit que :

2aX) =X""2 (X —j)* (X =)

Puisque y, est scindé sur €, la trace de A est la somme des valeurs
propres de A répétées selon leur ordre :
tr(A)=(n—2a).0+a.j+a.j?
—a.(j+7)
=2aRe(j)=—aeZ.

H Exercice n°2

Soit D ={(x,y) € R? / x*+ y* < 1} et g la fonction définie
sur D par :

xyIn(x*+y%) sio<x?+y?<1,

g(x,y) = {0 si (x,y)=(0,0).

1) Montrer que la fonction g est de classe 6! sur D.

Solution. Posons 2 := B \ {(0, O)}, qui est un ouvert de R?.
1) Montrons que g est de classe ¢! sur Q.
Par les théorémes opératoires :
% g1:(x,y) = xy est de classe ¢ sur Q (fonction polyno-
miale) ;
821 (x,¥) — x% + y? aussi, et prend ses valeurs dans R ;

*

*

In: t — In(t) est de classe €' sur IR%. (fonction usuelle) ;
g3 = Inogy: (x,y) — In(x? + y2) est donc de classe €
sur ;
% et finalement g = g; x g5 est de classe €' sur Q.
2) Etudions les dérivées partielles de g en (0, 0).
Par rapport a x : pour tout t non nul au voisinage de 0,

*

t p— J—
w = 0-0 =0 —— 0, limite finie.

t t t—0
.. 0g .
Ainsi, a—(O, 0) existe et vaut 0.
x
a
On montre de méme que a—g(O, 0)=0.
Y
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3) Montrons que les dérivées partielles sont continues sur (2.
Sur , cela a été fait a la premiere étape; reste la continuité
en (0,0). Or:

a a
V) eR SS(xy)=— (xy In(x? +y2))
dx dx
2x
_ 2, .2
=yIn(x*+y*)+xy ;E—;T;E

2x2y
x2+y2

=y In(x*+y?)+

0 0
Montrons que —g(x, ¥y) —g(O, 0) en utilisant
dx dx

(x,)—(0,0)
les coordonnées polaires :

V(x,y)eQ:

g g

'ax x5 ax(o,O)’
2x2y
x2+y2

213 cos?(0) sin(6)
2

= ‘y In(x? + y2) +

rsin(0) In(r?) +

<2|rln(r)|+2r i: 0.
r—0

)
La dérivée partielle % est bien continue en (0, 0).

A g ., .
On montre de méme que — l'est aussi.

dy

o
Conclusion : g est de classe ¢! sur la totalité de D.

2) Montrer que g admet des extrema globaux sur D.
Solution.
+ Lensemble D est la boule unité de IR? pour la norme eucli-

dienne.
Montrons que g est continue sur D :

% g est de classe € sur IO) donc elle y est continue.

* Si(xg,yp) est un point de la frontiere de D (autrement dit,
si xg + yg = 1), g(x,y) = xy In(x? + y?) au voisinage
de (xo, Yo)-

Par les théorémes d’opérations sur les limites :
g, y)=xy In(x*+y?)

—————— xo¥o In(x] +¥3) = g(x0, ¥0)
(x,y)—(x0,¥0)

donc g est continue au point (xg, yo)-
* La fonction g est continue sur un fermé borné d’'un EVN de
dimension finie, a valeurs réelles. Par le théoréme des bornes
atteintes, elle admet un minimum et un maximum

3) g admet-elle un extremum local en (0,0)7?
Solution.
Remarque. La question se pose car on a vu que Vg(0,0) = (0,0) :
(0,0) est un point critique de g.
En w := (0,0), la fonction g vaut 0. Remarquons que, pour tout
te]0,1[:
g(t, —glw)= t>In(2t3)<0
g(t, —t)—g(w)=—t>1n(2t%) > 0.
Dans tout voisinage de w = (0, 0), on trouve donc des points m*

tels que g(m™) > g(w), et des points m™ tels que g(m™) < g(w).
On en déduit qu’en w, g n’admet pas d’extremum local.

4) Les extrema globaux sont-ils atteints sur le bord de D 7

Solution. Le bord dD de D est le cercle de centre w = (0,0) et
de rayon 1, ot x2 + y2 = 1. Pour tout m € 3D, g(m)=0; comme
par ailleurs la fonction g prend des valeurs > 0 et des valeurs < 0,
elle ne peut pas atteindre ses extrema globaux sur D.

Remarque. On peut démontrer que sur lintérieur B, la fonc-
tion g admet 5 points critiques : lorigine w = (0,0) et les
4 points (£4/1/2e, £4/1/2¢).

En a = (v/1/2,+/1/2), g(a)=—7g,

de méme quen a’ = (—+/1/2¢,—+/1/2¢);

en b= (y/1/2e,—+/12e), g(b) =+,
de méme qu'en b’ = (—+/1/2¢, 4/1/2¢).

Finalement :

(e) = ofa) = — - — ()= 4L
min(g) = g(a) = 7e mgX(g)—g(b)—JrZe.

[ Mines-Télécom e Planche C ]

m Exercice n°1

Soit neN*, pe]0,1[.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale de pa-
ramétres n, p.

Soit Y une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [1,n].
On suppose X et Y indépendantes.

Soit Z la variable aléatoire définie par :

X(w) siX(w)#0,

Z(w)= {Y(a)) si X(w)=0.

Trouver la loi de Z, puis son espérance.
Solution.
1) Loide Z
¢ Quand X est non nulle, la variable Z prend la méme valeur que

X. Puisque X(2) = [0,n], il s’agit dans ce cas d’une valeur de
[1,n].
Quand X est nulle, la variable Z prend la méme valeur que Y.
Comme Y(Q) = [1,n], il s'agit encore d’une valeur de [1,n].
Ainsi: Z(©2) c [1,n].

Prenons k € [[1,n] et calculons P(Z = k) en appliquant la formule
des probabilités totales sur le s.c.e. ([X #0],[X = 0]) :

P(Z = k) = P(X # 0) Py £01(Z = k)
+P(X =0) P[X=O] (Z=k)

=P(X # 0)Px01(X = k)
+P(X =0) P[X=O](Y =k).

Puisque X — %B(n,p), ennotantq:=1—p:
P(X=0)=q" et PX#0)=1—q".

Calculons maintenant les 2 probabilités conditionnelles :

PX=k,X#0
Pixro)(X =Kk) = (E’()(—yé())7é)
_PX=k)
= —P(XaéO) (car k #0)
1 n n—
1 (k)pkq £ &= B(n,p)

Pour la seconde, puisque X 1 Y :
1
P[X:O](Y = k) = P(Y = k) = ;

car Y = % ([1,n]) et ke [1,n].
Conclusion : La loi de Z est donnée par :
z(@) c[1,n]
qﬂ
;‘

Vke[1,n]: P(Z:k):(Z)qu”7k+

2) Espérance de Z
La variable Z est finie, a valeurs réelles, donc elle admet une espé-
rance (dans IR).
Par définition, il s’agit de :

E(Z)= Y kP(Z=k)

k=1

" . .
SR
k=1 n

Bertrand MICAUX, Lycée Victor Hugo (Besancon)

[ RevOr-MT | (°26) | 22/06/2026 1]

Page 3



n n n n
=Zk( )pkq”*k+q— k
per =

On reconnait 'expression définissant E(X) dans la premiere somme :

"o+l
E(z):E(X)+q_.M
n 2
n+l
=np+ q".

m Exercice n°2

-5 3
On poseA—(6 _2).

1) Montrer que A est diagonalisable et donner tous ses
SOUS-espaces propres.
Solution. y, = X% —tr(A)X + det(4)
=X*>+7X-8
=X-1)(X+8),
scindé a racines simples, ce qui suffit pour affirmer que A est dia-
gonalisable.

De plus, Sp(A) = {1,—8}; les sous-espaces propres sont des droites
et il suffit de trouver un vecteur propre pour chacun. Or :

A—12=(_66 _33) et A+812:(2 2)

oli: C+2C=(3) et C-GC=())
Vliz(%)EEl et VZ::(,ll)EE—S'

Conclusion : Les sous-espaces propres de A sont :
E; =Vect(V;) pour V; = (%)
et E_g = Vect(V,) pour V, = (_11 )

2) Montrer qu'il existe une matrice B telle que B = A.
Solution. D’apres la question précédente :

A=PDP™! pour D= (é _08) etP= G _11)
La matrice A :=diag(1l, —2) vérifie manifestement
A% = diag(1,8) =D.
Sil'on pose B:=P AP~!, on obtient :
B=(par )P =pa®pl=pppl=a
Conclusion : On a trouvé une matrice B telle que B3 = A.
3) Résoudre I'équation différentielle suivante :

dx(t)
dt

=AX(t).

Solution. SoitX:t— (ig% ), ol x et y sont deux fonctions déri-

vables de IR dans IR. Pour résoudre le systeme différentiel proposé,
on utilise la réduction de A trouvée précédemment :

dx () ax(s)

=PDP'X(t
it ()

=AX(t) =

— p! X
dt

= ;—t (P1x(0))=D (P71 X(D)

=DP1X(t)

car P~! est une matrice constante, indépendante de t.

Posons Y:t — P7lX (t), dont nous noterons les composantes

( :Eg ) Alors :

dax(t)
dt

=AX(t)

dy (t)
de
()= u(t)
V() =—8v(t)

=DY(t)

u(t)=Cye'

< 3JC{,C,eR/VteR:
b2 / {v(t):CZe_gf

Puisque X(t) =PY(t)=P (sgg) et que les colonnes de P sont les
vecteurs Vy et Vs :

dx(t)
dt
— 3C;,C,eR/VteR:

X(t)=CretVy +Cye 8.
=Cret(3)+Ce ().

=AX(t)

[ Mines-Télécom e Planche D ]

W Exercice n°1

Trois joueurs A, B, C se font des passes avec une balle.

Le joueur A lance de facon équiprobable la balle a3 B ou C,
de méme que C lance la balle de facon équiprobable a A ou
B ; mais B lance toujours la balle a C.

Pour n € IN, on note a, la probabilité que A ait la balle apres
n passes, et on définit b, et ¢, de la méme maniere.

a'l
On pose X, = (lgn).

1) Montrer que, pour tout n €N, X,,; =AX,, ol :

N|+—
— =0
N O O
O = =

Solution. On note A, (resp. B,, C,) 'événement «a l'instant n, le
joueur A (resp. B, C) a la balle », pour n € IN.
Fixons n € IN. Comme a l'instant n, un joueur et un seul détient la
balle, (A,,B,,C,) est un systétme complet d’événements.
Appliquons la formule des probabilités totales sur ce s.c.e. pour
évaluer P(An+1)s P(Bn+l) et P(Cn+1) :
P(Ani1) =P(Ay) Py, (Any1) +P(Bg) P, (Any1) +P(Cp) Pe, (Any1)
N~—— ~— ~—
1 =0 =0 =1/2
=32Cn;
P(BIH—I) = P(An) 1:’An (Bn+1) +P(Bn) 1:’B,[ (Bn+1) +P(Cn) PC,l (Bn+1)
~— ~— ~——
=1/2 =0 =1/2
= % a, + % Cns
P(Cn+1) = P(An) 1:)An (Cn+1) +P(Bn) PB,, (Cn+l ) +P(Cn) PCH (Cn+1)
=1/2 = =
= % a, + by,.

On en déduit :

1

apt1 1 Ecnl

Xpr1=|bnr |=|gan+3c |=
Cn+1

= AX,,.

2) Montrer que la matrice A est semblable a :

1 0 0
T=|0 —-1/2 1
0O 0 -1/

Solution. Soit f:V € R® — AV € IR® endomorphisme canoni-
quement associé a A.

Pour montrer que A g T, on cherche une base B = (e;,es,e3)
de IR® telle que m%at( f)=T.
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* Analyse. Supposons qu'on ait trouvé une telle base 2.
En lisant les colonnes de la matrices, on obtient :

fle)=¢e

f(e2)=—% ey donc

Ael =€
Aey = —% ey
f(e3):e2—%e3 Aeszez—%ea
En particulier e, est vecteur propre de A pour la valeur propre 1,
et e, pour la valeur propre —5.
* Synthese.
* Cherchons les vecteurs propres de A désirés :

(2 0 1 1 (1

A== 1 =2 1], a+tip=2-(1
2

1 2 =2 1

0
Dans la premiere matrice : 2C; +3Cy, +4C3 = (8

N

~—— N~ O

donc e := (4%;) € E{(A);
Dans la seconde : C; —C3 = (§)
donc e, := ( (1)1) € E_y5(A).
* Cherchons un vecteur V = (;) tel que (A+ % 13) V=ey:
z

(A+1)V=e,

xX+z=2 x+y+z=0
= xX+y+z2=0 << y=-2
xX+2y+z=-2 y=-2
y=-2

= z2=2—Xx
x€IR
En prenant x = 0, le vecteur e; := (—22) convient.
% Vérifions maintenant que (ey, ey, e5) est une base de IR® :

2 1 0 2 1 o0

det(e;,e5,e3)={3 0 —2|=[{3 0 -2
Pean 4 -1 2 6 0 2
3 -2
__‘6 2 ‘*0'
3) Déterminer la limite de la suite (T™) -
Solution. On écrit :
1 0 0 0 0 O
T=(0 —-12 0 |+[0 0o 1},
0o 0 12 0 0 O
D N
et on constate que N2 = 0g, d’ott il vient immédiatement :

Vk>2: Nk=0,.
De plus, DN = N D, ce qui permet d’appliquer la formule du bi-
noéme de Newton :

n
¥n>1: T"=(D+N)"=>" (n)D”_ka
k
k=0
=D"+nD" IN+05+--+0g

1 0 0 0 0 0
(0 (=1/2)" 0 ) +n[0 0 (=12)"!
0 0 (=1/2)" 0 0 0

1 0 0
=0 v n(-y?
o 0 (=1/2)"

En prenant la limite de chacune des 9 cooronnées (CC pour la co-
ordonnée en position (2, 3)), on obtient :

1 0 0
AM3(R

T”%(o 0 0).
n—oo

0 0 O

H Exercice n°2
oo

Soit 0 €10, 7 [ et f(x) = sin(k0)x".

k=0

1) Montrer par I'absurde que la suite :

(W dken = (sin(k 9))kelN

ne converge pas vers 0.
Solution. Par ’absurde, supposons que uy — 0.
n—

Alors la suite extraite (ugq)ren tend également vers O :

sin((k+1)0) —— o.
n—.oo

Or, grace a la formule d’addition :
VkelN, sin ((k +1) 9) =sin(k 0) cos(6) + cos(k 6) sin(6).
Comme 6 # 0 [n], on a sin(@) # 0, ce qui permet d’isoler

cos(k 0); pour tout k € IN :

cos(k 0) = (sin((k +1)6)—sin(k 0) cos(e))

_1
sin(6)

(0—0 . cos(@)) =0.

— =
k—oo sin(6)
Mais alors :

cos?(k 0) + sin®(k 6) k—> 0%+0%=0,
—00

ce qui contredit le fait que cos?(k ) + sin?(k 0) est constant égal
al.

C’est donc que la suite (sin(k 0)) ne tend pas vers 0.

kelN

2) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere
dont la somme est f.
Solution. En x =1, la suite (sin(k 0) lk)kelN = (uk)kelN :
¢ est bornée, doncR>1;
* ne tend pas vers 0, doncR < 1.
Ainsi, R=1.

3) Calculer f(x) pour tout réel x € ]-R,R[.
Solution. Soit x € ]—1,1[. Remarquons que :
VkelN, sin(k6)xk=Im(e*?)xk

=Im (eike xk)

=Im ((x el? )k) .

(car xke IR)

La série géométrique complexe Y. (x elf )k
k>0

|x|<1. Onen déduit :

est convergente car

x| =

FGx)= Y sin(k0)x*

k=0
Im ((x el? )k) =Im (Z (xei® )k)

k=0

M

-
1l

0
n( =)
1—xeif

1
((1—xcos@)—ixsin9)
-1 ( (1—xcosB)+ixsinf )

(1—x cosB)2+ (x sin6)?
_ X sin 6
T 1-2xcos@ +x2’

I
—_

=1

3

[ Mines-Télécom e Planche E ]
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1) Montrer que, pour tout entier n = 2, |'équation :
1+In(x+n)=x

admet une unique solution dans R,.
On note u,, cette solution.
Solution. Soitn =2 et x = 0; alors :

l+In(x+n)=x <= 1+In(x+n)—x=0.

On étudie donc la fonction f,: IR, — R
x — 1+1In(x +n)—x.
Cette fonction est de classe ¢ sur IR, etona :
1
x+n

Vx=0: fl(x)= -1

flx)=0 < L—l—o

n - xX+n N
= x=1-n¢R,.

Comme f est continue sur IR, et ne s’y annule pas, elle est de
signe constant sur IR, : celui de f(0) = % —-1<0.

X 0 Uy +00
F) |h-1<o -
1+In(n) >0

£ \@\

La fonction f,, est donc strictement décroissante sur IR, .

En 0, ellevaut: f,(0)=1+1In(n)>1+In(2)>0;

En+oco: f,(x)=14+In(x +n)—x =—x+o(x) oo T donc
i 100 =—c0.

La fonction f, est continue et strictement décrois-
sante sur [0,+oo[. Par le théoréme de la bijection
monotone, elle est bijective de I = [0,+00[ dans
J:=1lm fp, f,(0)]=]—00, 1+In(n)].

Puisque 0 € J, I'équation f,(x) = 0 admet une unique solution u,,
dans I.

En d’autres termes, I'équation 1+In(x +n) = x admet une unique
solution u,, dans IR,.

—0Q

2) Montrer que la suite (u,),>o est croissante.

Solution. Soit n = 2. Pour comparer u, et u,,;, on compare
leurs images par la fonction f,.

Par définition de u,, f,(u,)=0: il sagit donc de trouver le signe
de f n (un+1 )

fn(un+1) =1+In (un+1 + n) —Unt1-
En utilisant la définition de u,; :

fn(un+1) =1+ ln(un+1 + n)
— (1 +1n(upyy +1n+1))

:_ln(un+1+n+1)
un+1+n

—in(1+ — ).
Upyr 1

Puisque u, .1 = 0, 'argument du logarithme est strictement supé-
rieur a 1, donc le logarithme est strictement positif. Ainsi :

fn(un+1) <0 :fn(un)

X 0 u, Upiq +00

1+In(n)>0

fu(x) <0

Comme f, est décroissante sur IRy :  u,.1 > u,.

Conclusion : La suite (u,),>, est strictement croissante.

3) Montrer que :
Yn=3, In(n)<u,<n.

En déduire un équivalent de u,,.
Solution. Fixons un entier n = 3.
¢ Pour comparer u, a In(n), on part de la définition de u,, :

u, =1+In(u, +n).

Puisque u, = 0, u,+n=n donc In(u,+n)=In(n) et
enfin :

u, =1+In(u, +n) > In(u, + n) = In(n).

Conclusion : Vn=>3: u, > In(n).

Pour comparer u, a n, on compare f,(u,) = 0 a
fa(n) = 14+In(2n)—n : il faut trouver le signe de cette quantité.
On étudie la fonction ¢: x — 1+1In(2x)—x

sur l'intervalle I :=[3,+00[.

Sa dérivée vérifie ¢’(x) = % —1<0 surl.

La fonction ¢ est strictement décroissante sur I, eten x =3 :

¢(3)=1In(6)—2<0.

En effet, comparons plutét 6 et e? :
e’ > (2,5)? = 6,25 > 6,

donc en prenant le logarithme : 2 > In(6).

X 3 n +00
®’(x) -
In(6)—3 <0
=)
(p(x) fn(n)

On en déduit que ¢ est strictement négative sur I, donc que
fa(n) < 0 pour tout entier n > 3.

Finalement : f,(n) < f,(u,) d’ot n > u, grice a la décrois-
sance de f,.

Conclusion: Yn=>3: In(n)<u,<n.

Partons de la définition des termes u,, :
Vn=3: u,=1+In(u,+n).
En utilisant la majoration u,, <n :
u,+n<2n
In(u, +n) < In(2n) =In(n) + In(2)
1+1In(u, +n) <In(n)+In(2) +1
donc u, <In(n)+In(2) + 1.

Avec la minoration In(n) < u,, on obtient un nouvel encadre-
ment de u,, :

Vn=3: In(n)<u,<ln(n)+In(2)+1.
~———
":mln(n)
Par le théoréme d’encadrement pour les équivalents :

Uy In(n).

H Exercice n°2

Soit n € IN*, X une variable aléatoire suivant la loi géomé-
trique de parameétre 1/n.  Montrer que :

1
1) P(X >n?) < =;
n

Solution. Puisque X suit une loi géométrique, c’est une variable
aléatoire positive. On peut donc lui appliquer I'inégalité de Mar-
kov au seuil n? :

E(X 1 1
px>nty< 2K _ 1
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1
2) P(|X—n|>n)<1——;
n
Solution. Comme X suit une loi géométrique, elle admet une
variance. On peut donc lui appliquer I'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev a la tolérance n > 0 :

V(X)
P(|X—EX)|>n)< 2
_ 1 1=1n
d’otr : (lX n|= n)<n2 (1/n)2
1
=1—-.
n

1
3) PX=2n)<1——.
n
Solution. Remarquons que, pour tout w € Q) :
[X(w)—n|zn <= X(w)—n=2n ou X(w)—n<—
— X(w)=2nou X(w)<0
Ecrit sous forme d’événements :
[IX—n|=n]=[X>2n]u[X <0]=[X >2n].
———
=@ car X(Q) c IN* u{oco}

Ainsi, grace a la question précédente :

P(X>2n)=P(|X—n|>n)<1-

[ Mines-Télécom e Planche F ]

H Exercice n°1
Soit T={(x,y)€R?/x>0, y=>0, 1—x—y>0}.

On introduit f: (x,y)eTny V1—x—y.

1) Montrer que f admet un minimum et un maximum
sur T.
Solution.
* On applique le théorémes des bornes : puisque f est une fonc-
tion définie sur une partie fermée et bornée de IR?, de dimen-

sion finie, qu’elle est continue et a valeurs réelles, alors f admet
un minimum et un maximum sur T.

¢ T est fermé comme intersection de 3 fermés : IR, x IR, Rx R, et
{(x,y) ER?/1—x—y> 0}; ce dernier ensemble est fermé
car (x,y) € IR? — 1 —x — y € IR est continue car polynomiale.
¢ T est clairement borné pour la norme || - ||; :si(x,y) € T, alors
x20,y=20etx+y<1,donc:
NG,y =Ix|+|yl=x+y <1, indépendantde (x,y).

¢ Prouvons la continuité de f sur T :
* f1:(x,y) €T — 1—x—y est continue sur T car polyno-
miale, a valeurs dans IR, (par la définition de T);
% fo: t— 4/t est continue sur IR, (fonction usuelle) ;

* fag:(x,y) €T — 4/1—x—y est continue sur T (car c’est
faof1);

% fa:(x,y) €T — xy est continue sur T car polynomiale;

* f = f4 % f3 est donc continue sur T.

2) Déterminer les extrema de f.

Solution. On recherche les points critiques de f sur l'intérieur
de T :

T:{(x,y)ele/x>0, y>0, 1—x—y>0},
puis on étudie f surla frontiére d T du triangle, constituée de 3 seg-
ments.
e Sur T : On montre que f est de classe ¢! comme on I'a fait

o
pour la continuité ci-dessus, en remplacant T par T, et IR,
par IR}.

Soit m = (x,y) € T quelconque. Alors :

_f_/—_—
(m)ylx W]

el
Sy m =Ty -

On cherche les points critiques :

Vf(m)=0
V1i—x— ——=0
{y 1/1 xX—y
==
1 X—y———"——=0
Y 2\/1—x—y
2y (1—x— X 0
= ¥ Y)=xy= (x24/1—x—y #0)
2x (1—=x—y)—xy=0
20—x)(1—-x—y)=0
— (L; « L; —L, et factor)
2x (1—-x—y)—xy=0
— {2)((1 2x)— Y=o (1—x—y #0; subs. L; dans L,)
= {x(Z 5x)=0
= =(2/5,2/5) =: a. (x #0)

o
Le point a se trouve bien dans T : c’est un point critique de f.

En ce point :
2 2 1 4
(==x=x\z=——.
f 5 5 5 2545

¢ Sur le bord du triangle,onax =0,ouy =0,oul—x—y =0.
Chacune de ces conditions suffit a annuler f : f est identique-
ment nulle sur 4 T.

Conclusion : mzjn( f) =0, atteint en tout point de 9T ;

=4 i =(2/s,2
mTax(f) 3575 atteint en a (2/5,2/5).

m Exercice n°2
On considere la suite (P,),en définie par :
PO = 1,

Pp=X et YneN, Ppy== (XPyui+P,).

N =

1) Montrer qu'il existe une variable aléatoire X, dont P,
est la fonction génératrice.
Solution. Dire que P, est la fonction génératrice de la variable X,
revient a dire que :

(]

P,(t)= Y P(X, =k)tk.

k=0

Vte[-1,1]:

d
En écrivant P, = Y, qi X k' par unicité du DSE, cela revient & dire
k=0
que la loi de X, est donnée par les coefficients du polynéme P,,.
Pour qu’une telle variable X, existe, il faut et il suffit que les co-
efficients du polyndme P, soient tous positifs, et que leur somme
vaille 1.

Remarquons en outre que le polynéme P, semble étre toujours de
degré n.

Voila pourquoi on démontre, par récurrence double surn € IN :

n
#(n): « P, peut s’écrire P, = 3 a; X*
k=0
avec des a; = 0, de somme 1. »

+ Initialisation double. Immédiat pour Py =1et P; =X.
* Hérédité double. Soit n € IN tel que 5#(n) et #(n+1) : on
peut écrire P, et P, sous la forme :
n X n+1
Pn: ZakX et n+1 Z bk >
k=0

ou tous les a; et by sont positifs, et :

o=
Q
I

n+l
=3 b=
k=0

=~
Il
=}
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Etudions les coefficients de P, :

1
Pn+2:§ (XPn+1+Pn)
1 n+l n
== (Z kak+1 +Zaka)
2 k=0 k=0
n+2 n
(Z bk1Xk+Zaka)
k=1 k=0

n n+2

a b1 +a by—
=24y ATk yky M el xk
2 2 2

k=1 k=n+1

N =

Clairement, tous les coefficients de P,,, sont positifs, et leur
somme vaut :

n

+2
a biitar | O b
PRD e b

k=1 k=n+1
1 n n+2 1
=3 (Zak+2bk,l)= S +n=1
k=0 k=1

La proposition 5 (n + 2) est démontrée.

Conclusion : Pour tout n € IN, il existe une variable aléatoire X,
dont la fonction génératrice est P,.

2) Exprimer E(X,,) en fonction de n.
Solution. Chaque variable X, a pour fonction génératrice P,.
Cette derniére, polynomiale, est dérivable en 1 : on en déduit que
X, est d’espérance finie (X, € L!) et que E(X,) = Pr’l(l).
Notons m, =E(X,);ona:
my=Py(1)=0 et m;=P/(1)=1.

En dérivant la relation de récurrence et en appliquanten 1 :

1
YnelN: P/ ,(X)= 3 (Pap1 G +X P () +PL(X))
1
P = 5 - (P (D + Py (D + P (D)
1
My = E (1 + My + mn)-

La suite (m,,) vérifie donc :
my=0, m=1 et YnelN: 2my,—my,,—m,=1. (E)
Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2, mais non homo-
geéne a cause du second membre 1 (au lieu de 0).
Le terme général de cette suite s’obtient comme pour une équation
différentielle non homogene : cas homogene, et solution particu-
liere.

x Les suites vérifiant :

VnelN: 2mpo—mp—m, =0 (H)
ont pour équation caractéristique 2r2—r—1 =0, de solutions
rr=1 etrzz—%.

Elles s’écrivent donc :

VnelN: mn:A+B-(—%)n, ol A, B € R constantes.

*

11 faut maintenant trouver un exemple de suite satisfaisant (E).
Les suites constantes (de méme type que le second membre 1) ne
conviennent pas ici car elles satisfont (H) d’apres ce qu’on vient
de voir.

On fait donc « monter le degré » en essayant la suite (1), . On
linjecte dans la relation (E) :

VnelN: 2(n+2)—(n+1)—n=3
dou 2(22)—(22)— () =1.

La suite (%)n oy Satisfait (E).
Les suites satisfaisant (E) sont donc exactement les suites de la

forme :

*

n
YnelN: mn=§+A+B~(—%)n, ol A, B € R constantes.

La suite des espérances que I'on cherche est de ce type.

En utilisant que my; = 0 et que m; = 1, on obtient que
A=—B =4/9.

. n 4 1\n
Conclusion: YnelN: E(X,)= 3 + 3 (1—(—5) )

3) Déterminer la variance de X,,.

Solution. Les fonctions P, étant toujours 2 fois dérivables en 1,
4 : 2 —_ pl!
on en déduit que X, € L et que E(Xn (Xn—l)) = P/(1) pour
tout n € IN.
En procédant comme pour 'espérance (mais en dérivant 2 fois), on
constate que la suite des E(Xn X,— 1)) satisfait la relation de ré-
currence :
/

2Upyp —Upy1 — Uy = E(X), (E )
cette espérance ayant été calculée a la question précédente.
La résolution de cette relation de récurrence s’annonce fastidieuse
car le second membre est nettement plus compliqué... affaire a
suivre, mais on y arrivera avec de la patience.

On obtiendra ainsi les E (Xn X, — 1)) avant d’utiliser la relation

V(X,) = E(X, (X, — 1)) + E(X,,) — (E(X,))?

pour conclure.

[ Mines-Télécom e Planche G ]

H Exercice n°1

a 0 b
Soit (a,b)€R? et A=|0 a+b O
b 0 a

1) Montrer que A est diagonalisable.

Solution. A € S3(IR) dont A est diagonalisable sur IR d’apres le
théoréme spectral.

2) Déterminer les éléments propres de A.

Solution.
¢ Pour trouver les valeurs propres de A, on calcule son polynéme
caractéristique :
X—a 0 —b
xa=det(XI3—A)=| O X —(a+Db) 0
—b 0 X—a
X —(a+b) 0 —b
=|{X—(a+b) X—(a+b) 0
X —(a+b) 0 X—a
1 0 —b
=(X—(a+b)|1 X—(a+b) 0
1 0 X—a
1 0 —b
=(X—(a+b)) 0 X—(a+b) b
0 0 X—a+b

=(X—(a+b))* - (X—(a—D)),
d’ot Sp(A) = {a+b;a—b}.

Pour les SEB on distingue 2 cas, selon que a + b et a — b soient
confondus ou non :
e lercas:sia+b=a—b,cad. b=0.
Dans ce cas, A= aly a pour unique valeur propre a et E, = IR.
e 2¢cas:sia+b#a—b,cad b#0.
Ici, A admet 2 valeurs distinctes : a + b valeur propre double,
et a — b valeur propre simple.
Comme A est diagonalisable, la dimension de ses SEP est égale
a la multiplicité des vp :

dim(Egqp) =2 et dim(E,_p)=1.

11 suffit de trouver Vi, V, non colinéaires dans E,,, et V3 non
nul dans E,_j, pour obtenir une base de chaque SEP
On constate facilement que :

0 1 1
vy = ((1)), Vy, = ((1)), Vi = ( 01) conviennent :

(V1,V,) est une base de E,,, tandis que (V3) est une base
de Ea—b~
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m Exercice n°2
On définit, pour tout entier n = 2 et tout réel x >0 :

In(x)
x" In(n)’

Un(x) =

1) Déterminer le domaine 2 de convergence de la sé-
rie . u,.
n=2
Solution. On cherche les x > 0 tels que la série numérique

> uy(x) converge.
n=2

+ Analyse. Si la série converge, nécessairement son terme gé-
néral tend vers 0. Le comportement de x" quand n — oo dé-
pend de la position de x par rapporta 1 :

0 six>1,

un(x)zM —— {400 six<]1,
x™In(n) n—oo 0 . 1
six=1.

x Synthése. Prenons x = 1 et étudions la nature de la série :
- Six > 1: manifestement, u,(x)= o( )quand n— oo.
) 1
La série géométrique Zl %7 est & termes positifs, et
n
converge car sa raison l vérifie | % | <1.
Par théoreme de comparalson la série > u,(x) converge.
n=2
- Six =1: In(x)=0 donc tous les termes de la série sont
nuls. La série converge également.
Conclusion :la série >, u, converge sur le do-
n=2
maine 2 :=[1,+00[.

2) Montrer que cette série ne converge pas normalement
sur 9.

Solution.

* Pour prouver que la série . |lu, IIZo diverge, on calcule la va-

n=2
leur exacte de ses termes.

Pour cela, on méne I'étude de la fonction u,,. Cette fonction est
dérivable sur 9 et on trouve :
—n ln(x)
n+1 ’

Vn=22 Vx> :u()—

qui s'annule uniquement en e!/" € @, en étant positive en deca

et négative au dela. On en déduit :

1

Vn=2: |u, IIZO =r)1(1>a%(|u,,(x)| = |un(e1/")|: Pyt

La série de Bertrand Z y est divergente. Pour le montrer,
n=

nln(n

on procede par comparalson série-intégrale :

n 1 n k+1 dt n+1 dt
Yn=22: S, := — > = [l
" ,;_2 k In(k) k; L t In(t) L t In(t)

=ln(ln(n+1))—ln(ln2).

Puisque ce terme tend vers +00 (certes trés lentement!), les
sommes partielles de notre série de Bertrand également, et
cette série est bien divergente.
Conclusion : La série D, u, ne converge pas normalement
n=2
sur 2 =[1,+00[.

On note (R,),> la suite des restes de la série Y. u,,.
n=2

3) Montrer que :

1

=2, €9, |R <—.
Vn v |Ra()| x"In(n+1)

Solution. Fixons x = 1 et n = 2; on souhaite majorer :

2 ) | < In(x)
|Ra(0)| = k;ﬂ XK In(k) _k:Zm XK In(k)"

On traite d’abord le cas ou x > 1.

Comme dans la somme, k > n+12> 3,
ona: In(k)>In(n+1)>1In(3)>0. On obtient:
In(x) In(x) In(x) 1

k= 1: < = L
M n xkIn(k)  xkIn(n+1) In(n+1) xk

Comme la série géométrique . Lk est convergente
k=n+1
(0<1/x <1), on peut sommer ces inégalités pour k > n+1:

i InGo) ) i 1 _ _In(x) 1/

xkIn(k)  In(n+1) x" In(n+1) 1) 1—1/x
_In(x) ) 1 _ 1 ) In(x)
T In(n+1) x"(x—1) x*In(n+1) x—1"

k=n+1

Or, une inégalité de convexité classique donne :

In(x) <1

x—1 donc 0< <
x—1

Vx>1: 0<lIn(x)<
En divisant ceci par x - In(n+1) > 0, on obtient I'inégalité souhai-
tée.

4) Montrer que la somme S de la série Y. u,, est continue

n=2
sur 9.

Solution. La question précédente permet de majorer la norme
uniforme du reste ; on obtient :

<t
In(n+1)°

Ce majorant tend vers 0, ce qui prouve que la série de fonc-
tions > u, converge uniformément sur 9.

n=2
Comme toutes les fonctions u,, sont continues sur 2, le théoreme
de transfert de continuité s’applique, prouvant que la somme S de
cette série est continue sur 2.

Yn=2: |R,IIZ <

5) Déterminer les limites de la somme S de la série . u,
n=2
aux extrémités de 9.

Solution. Gréce a la continuité de Sen 1 :
S(x) — S(1)=0
x—1
En +00, on constate que :
VYn=2: u,(x) —— O limite finie.
X—+00

Puisque la série des u,, converge uniformément sur 2, dont +00
est une extrémité, le théoréme d’interversion ). /lim s’applique :

hrn S(x)—z hm un(x)—ZO 0.

n=2
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