Mécanique du point et quantique

MEC-1: Frottements solides (Mathilde ALLEMAND Mines-Ponts 2025
Fait en classe

MEC-2: Sonde Cassini et atterrisseur Huygens (Aurele DURAND CCINP 2025
Fait en classe

MEC-3: Bille et gouttiere (Alhassane BAH CCINP 2024, Pb Ouvert)

1. Appelons A le point de départ, et B le point de décollage. Et prenons un axe (Oz) vertical ascendant, avec I'origine au point bas
de la gouttiére.
On isole la bille dans le référentiel terrestre, supposé galiléen, et on lui applique le théoréme de I'énergie mécanique :

| . .
mgR(1—cosa)=mgR(1—-cosf) + 3 muvy. Et puisque a = /2, on obtient vg = 1/2gRcos f.
Apres avoir quitté la gouttiere en B, la bille est en chute libre. On lui applique le PFD, en négligeant les frottements de l'air. En
projetant selon (Oz) :
d’z
de? .
puis z(¢) = —Egt2 + tsinfy/2gRcos B+ R(1—cos f).

d
=—-g,dou,enprenant t=0enB: d_j =—gt+sinfy/2gRcosp

2Rcos
Soit C le point d’altitude maximale. Il est atteint a #; = sin § J

4

2Rcosf

+sin sin81/2gRcos B+ R(1—cos ) = —Rsin® Bcos B+ 2Rsin? fcos S+ R(1 — cos B).

Plus simplement, zc = R(1 - cos 8 +sin® fcos f) = R(1 - cos® B).

1
Onadonc z¢c = —Egsinzﬁ

2Rcosf
g

7
2. Pour B =n/3, cela donne z¢ = gR =0.88m.

3. Prenons 'origine de I'axe des x en B. Le PFD projeté selon (Ox), puis intégré, donne x(t) = ty/2gRcosfcos . Pour trouver
I'équation de la trajectoire, on élimine ¢ :
1 x?

x
=—= +
ZngRCOSSﬁ cos Bv/2gRcos 8

2

x
4Rcos® p

sinfy/2gRcos+ R(1—cos ff),

ou encore z = — + xtan B+ R(1 —cos f§).

2

a
On cherchesi z> h+ zg,donc z> h+ R(1 — cos our x = a, c'est-a-dire si ————
B ( e 4Rcos?

+atanf > h.

MEC-4: Saut a I’élastique (Clément BALLAND CCINP 2024, Arthur VINCENOT CCINP 2018 Pb Ouvert)
Fait en classe, mais voici une solution tapée :

On se place dans le référentiel terrestre, supposé galiléen, et on néglige les frottements de I'air. On isole la personne qui saute.

Il est soumis a son poids et a la force d’élasticité de la corde, deux forces conservatives. On peut donc écrire que I'énergie méca-
nique se conserve.

Onnote h; lahauteur del'individu, m sa masse, ¢y lalongueur dela corde a vide, k saraideur, ¢,,,,, salongueur quand l'individu
est tout en bas (quand il touche I'eau).

On choisit I'origine de I'énergie potentielle de pesanteur au niveau du point de départ du saut. On suppose que I'individu se
laisse tomber.

La conservation de I'énergie mécanique entre le point de départ s’écrit :

1
0+0+0=0-mgH+ Ek(fmax—fo)z

2 H
Dot k= 280
wmax - ZO) %

Et d’apres les informations de I'énoncé, I'allongement de la corde est de 200%, donc ¢ ,,4x = 3¢9, puis k = Tj;

0
H- h1 9mgH
Et puisque ¢ =H-h1 =30y, {o=——,puisk=—"——.
puisq max 1 0, €0 3 p 2(H - h1)2

D’ou
En prenant m = 80kg, g = 9.8ms_2, h; =2m, on trouve k = 24Nm™ L.

MEC-5: Le flipper (Emilie MOUGIN CCINP 2024, Alexandre HENRIOT CCP 2016), Pb ouvert
4
On isole 'ensemble constitué de la boule (de masse m = §HR3 p) et du ressort (de masse nulle).
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Si on néglige les frottements, I'énergie mécanique, Ej;, de ce systeme, se conserve.
Notons h; I'altitude de la boule quand elle est en contact avec le lanceur, et hy I'altitude de la boule quand elle est en haut du
plateau.
Dans I'état initial, 'énergie mécanique du systéme est :
1
Emynit =0+ mghy + 5k(M)Z.
En haut du plateau (donc a la fin de la phase de lancage), elle devient :

1
Emf,-n = Emvfnm +mghy+0.

; y P _ [2mg m ,
Et puisque I'énergie mécanique se conserve, A¢ = = (hy —hy) + m Usnin:
Et pour déterminer la raideur du ressort, on se sert des deux photos du haut, grace auxquelles on peut voir le rétrécissement

Fmax

Al ax = 6.0cm associé ala force Fy, 4 = 5.0N. On en déduit k = .
Aémax

Puis on détermine la force F a exercer sur le lanceur :
F = kAL =Vmky[2g (hy — hy) + 2, =4.1N.

MEC-6: Panier de basket a 3 points Simon JEHLE CCINP 2023)
Fait en classe. Attention, la solution proposée par certains d’entre vous n’était pas la bonne, cf pgm python sur cette page internet
de Hugoprepas.

MEC-7: Oscillations dans un tunnel creusé dans un astre (Solenn VIEILLE et Yannis PALMERO CCINP 2022, Sébastien
MISSEY CCP 2018, Yvan FUCHS CCP 2017)

1. Analogies entre gravitation et électrostatique : voir cours.

. GM
2.g=—Frur.
3 dzx+MG 0, dott x (1) (1) \/MG
s T tT—X=0U,a0ux =XaCOoS(wl),aveC w = —_—.
dz " R® 4 R3

R3
4, Période T = 271\/ Ych Numériquement, 5.1 x 108 s, soit 1,4 h.

5. PFD pour un satellite qui rase la Terre : on trouve la méme période, donc les deux mobiles vont pouvoir passer en A ensemble, a
la fin de chaque période.

MEC-8: Freinage d’'urgence d’une voiture (Thomas ZABE CCINP 2025, Hippolyte MONTAGNE CCINP 2021, Jeanne GUYOT et
Caroline JANNIN CCP 2018 et écrit 2019 Pb Ouvert)

MEC-9: Orbite de transfert satellite a réaction (LSL CCP 2018)
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MEC-10: Chute d’un grimpeur (Mathieu ROBERT Centrale 2023)
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MEC-11: Puits infini de potentiel quantique (Johan THIEBAUT CCINP 2021, Arthur PERRIN CCP 2017)

1. Par continuité, la probabilité de présence de la particule en x = 0 et en x = L est nulle.

2L
2. Donc y s’annule en 0 et L; 'annulation en L donne A = —, avec n entier positif.
n

3. La quantité de mouvement est p = —. L'énergie se résume a |'énergie cinétique Z‘D— puisque I'énergie potentielle est nulle dans
m

A 272
. n°h
tout le puits. Pour chaque n, onadonc E;, = ——.
8ml?
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4. Les différents niveaux d’énergie que la particule peut avoir correspondent aux Ej, pour les différentes valeurs de n, entier positif.

Le fondamental pour n = 1, et les états excités pour n > 1.
2

5. Les fréquences v des photons que la particule peut émettre ou absorber vérifient hv = |E;;, — Ex| = |m2 —i? | La plus petite
3h

8mlL2’

8mlL?

fréquence correspondam=2etk=1:v;;p =

L
2
6. On détermine A en écrivant que la somme des probabilités vaut 1 : / |w2 (x, 1) | dx =1. On trouve A =/ I Lamplitude de la
0

probabilité de présence pour n = 1 est une fonction de x avec un maximum en L/2, et qui s’annule en 0 et L. Pour n = 2, il y a deux
bosses, et une annulation en L/2.

MEC-12: Couleur de la tomate, méca Q (Mélissa HENRIET CCP 2018)

MEC-13: Téléski (Alexandra PIOCH CCINP 2021, Guillaume VERRIER CCP 2017, Saad CHOUKRY CCP 2015), Pb ouvert
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MEC-14: Masse ressort avec ou sans frottements visqueux (Victor Guyot CCP 2017)
2

Dans| d'x Koo doul ériode T =27,/ =
ansle cas a, —~ —X=0, ou la periode =27 —_—.
a2z " m P k

d’x 6mxnRdx k
Danslecasb,—x+ dl| x+

o . . 67nR\? )
5 —x =0, d’ol le discriminant de I'’équation caractéristique : A = ( U ) - 4w?, dont on sait
dr m dt m m
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2n

, et la pseudo-période T' = =

qu’il est négatif puisque le régime est pseudo-périodique. La pseudo-pulsation est ' =

m 2m 1 1
Ilvient R= — Vw? -w'?, ouencore R= —1/ — — —.
3nn 3n V12 T2

Avec les valeurs numériques communiquées, on obtient R de I'ordre de 2 cm, et un Reynolds inférieur 2 2.103%.

MEC-15: Spectrometre pour séparation des isotopes du carbone (Matija MARINKOVIC CCP 2017)

On commence par chercher la vitesse a laquelle les ions arrivent dans la zone ot regne un champ magnétique : le plus rapide
est de passer par un raisonnement énergétique (mais on peut aussi passer par la dynamique) : le théoréeme de 1'énergie cinétique
2eU

m; '

Ensuite, les ions sont déviés par le champ magnétique. Si I'interrogateur accepte que vous admettiez que le mouvement est

circulaire uniforme, on peut utiliser le PFD pour un ion, puis le projeter dans la base vectorielle des coordonnées cylindro-polaires

nen 04

. 1
pour l'ion "i" s’écrit —m; vf —-0=eU,douv; =
2

L, 2
- — . do; . = Vi, — . muv;
(avec B = —Be;), ou bien prendre la norme des vecteurs. On a m;— =ev; A B, doll —m;—e;, = evieg A (—B)e., puis R; = .
dr R; 0 eB
1

2 [2Um;
Ainsi, pour chaque ion i, 'encombrement selon (Oy) sera 2R; = 3 =~ Le plus grand encombrement est pour le carbone
\/ e

2 ZUmcl4
14, etvaut 2Rc14 = —{ | ———.
B e

22U
Lécart entre les deux détecteurs est donné par Ay =2 (R — Reiz) = 3\ o (vVmeis — ymgrz).
| e

Le rapport de 'encombrement sur I'écart des détecteurs est

, qui vaut environ 13. Pour que cela tienne sur une table et
cl4
que les isotopes soient séparés, il faut 2R 12 de 'ordre de 50 cm, ce qui donne Ay = 3,7 cm et B = 6.8 x 1072T.

Si 'examinateur exige une démonstration du caractere circulaire du mouvement dans le champ magnétique, il faut projeter le
PFD en coordonnées cartésiennes. On obtient 2 équations différentielles couplées. Il y a ensuite 2 méthodes possibles : on dérive
I'une par rapport au temps et on reporte dans I'autre. Ou bien on introduit un complexe v = vy + jv, et on obtient avec les 2
équations différentielles couplées une équation différentielle complexe unique, du premier ordre, qu'on résout dans le corps des
complexes.

MEC-16: Camion sur route bosselée (Jules MARTI Mines 2016)

H 2nvt
1. En choisissant & = 0 a mi-hauteur, et en supposant que la roue est sur un sommet en x =0, on a h(f) = > cos ( T )

2

d
2. On applique le PFD au camion, et on projette sur I'axe vertical : md—tJZ/ =k(h—-y+yo), puisque pour h=Cte =0, y = Cte =y,

k 2nv
Yo étant la position verticale au repos, qui tient compte du poids. On pose wg = |/ — et w; = - La solution est la somme de la
m
SPEC et de la SGESSM. Pour trouver la SPEC, le plus rapide est d’utiliser la notation complexe, comme en électricité. On obtient
2
wy H
y() = yo+— 0 5 — C0s (w11) + Acos (wo +¢).
wi—wy 2

0~ ™1
L dy dh)_
3. Ontient compte a présent de 'amortisseur. Il y a en plus une force de frottements Fr o = — (d—J; - E) ey. Cette fois, la SGESSM
s’atténue au fil du temps; en régime sinusoidal établi, on n'en tient plus compte :
wé H aw
vy =yo+ — Ccos|wi t—arctan — ||
a?w? 2 m (w5 - wf)
(02 - w?)* + —2
0~ % m2

MEC-17: Le lance-pierre (Olivier DAVID CCP 2015), Pb ouvert
F

V= —.

vikm
MEC-18: Changement d’orbite
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Durée du transfert : At est la moitié de la période de l'orbite elliptique. Or cette orbite a un demi grand-axe a qui vérifie 2a =
(R + Rz)(3/2)

Ry + Ry, donc At =
2v/2GM7

MEC-19: Satellite et frottements (André PEDROSA Centrale 2015), sans préparation
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3| GM7 T?
4m?

2. Quel modele choisir pour la force de frottements visqueux : une force en v ou en v*? Cela dépend du nombre de Reynolds. Dans
les hautes couches, la vitesse est élevée, mais la masse volumique est tres tres faible. Que dire de la viscosité, qui doit tres faible
également ...2 En fait, il n’est pas simple de se convaincre que la force sera plutot en v ou plutdt en v?. Et a cette altitude, on ne
peut plus vraiment considérer 'atmospheére résiduelle comme un milieu continu. Mais a cette altitude, la température n’est pas trés
faible, donc la viscosité non plus (la viscosité d’'un gaz augmente avec la température, contrairement a celle d'un liquide). Donc le
nombre de Reynolds doit étre tres faible. Et vue, la question qui suit, la réponse attendue est : "une force en v".

0 _ re; A(—ab), qui conduit a d:if_to + % =0,avecT = %. La solution est

1. Rayon de l'orbite géostationnaire : rg¢o = =42 x 10° km, d’ot1 une altitude de 36 x 10° km.

3. Th du moment cinétique en O, centre de la Terre :

r
g (1) =07 (0)exp (——).

T
Sur une orbite d’attente a 200 km, on trouve un temps caractéristique 7 de 'ordre de 2 mois; il ne faut donc pas laisser trop long-
temps un satellite sur une telle orbite d’attente.

MEC-20: Satellite freiné (Lancelot PREGNIARD Mines-Ponts 2016), Pb ouvert

En norme, 0 = rvm. Le théoréme du moment cinétique appliqué au satellite dans le référentiel géocentrique donne,

o d(rv
apres projection sur I'axe (Oz) perpendiculaire au plan du mouvement : Frin —Arv%, ou encore m (dt) = —Arv“, puis
d(rv A d(rv A 1 A 2o
(r?) = ——r“_“)dt, ou encore (rv) = —r“_“)dr, qui s’integre en = — + Cte. Puisque la trajectoire
(rv)® m rv)® um l-a)rv*! um2-a
. , GMr ., . 1 A r¥a
reste tres proche d'un cercle, on remplace, dans le membre de gauche v par ,d’out =— +Cte.
r (1-a) (GMrr)@ V2 um2-a

a—
La constante additive est donc nulle et, de plus,
um

A= .
2GMr

= a—2, dolu a = 3. En identifiant les coefficients de chaque c6té, on a

MEC-21: Expérience de Millikan(Centrale)
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MEC-22: Particules dans des champs électrique et magnétique paralleéles (Centrale)
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Particule dans un champ électrique et un champ magnétique paralléles entre eux.

1. On applique le principe fondamental de la dynamique a la charge g dans le référentiel du laboratoire, supposé galiléen, et on la
projette sur les 3 axes des coordonnées cartésiennes :

—

dv — — — TPRES
m—— =qEe;+q Vv ANBez, dou:

dr
dv,
m——~ = qBuy (1)
oo B @)
mdt = q Ux
L E @
a -1

E
Léquation (3) conduit a v, (f) = q= t.
m

Pour résoudre le systeme formé des deux premieres, on peut utiliser plusieurs méthodes.

Meéthode 1:
. ) . . dp . gB ot
On invente un nombre complexe = vy + i vy. Les équations (1) et (2) conduisent a d—; =iwp, avecw = —, d’ol1 (1) = Ae'®*. On
L g m L
trouve la constante A en se placanta t=0: A= vy.
On en déduit v, (1) = vosin (wt) et vy (1) = vg cos (w1).

Méthode 2 -

On dérive (1) par rapport au temps et ony injecte (2) :
d?v,
dr?
On en déduit v (1) = é (Ajwcos(wt) — vpwsin (wt)). En utilisant les conditions initiales, A; = 0.

B
+w? vy =0,avecw = q—, d’ol1 vy (#) = Ay sin(wt) + By cos (wt). En utilisant les conditions initiales, B; = vg.
m

On en déduit v, () = vosin (wt) et vy (z) = vg cos (w1).

On integre une nouvelle fois ces équations, en tenant compte des conditions initiales :

Vo

x(t)=— (1 —-cos(wt));
w
Vo

y(t) = —sin(wi);
wE
_qr 5
z(z‘)——2 te.

Ce sont les équations paramétriques cartésiennes de la trajectoire de la particule entre les plans P et P'. La trajectoire est une hélice

d’axe (Oz), de rayon ﬂ.
w

2 2
. o . 1) .. L‘w qgE L
2. Puisque L <« —, P" est atteint pour /) tel que wfy < 7/2,donc L= —wh = vy, dottx; = —, y1=Letz1 = -——.
w w 219 2m g
5 .o 3 gE L
Et a cette position, la vitesse est vx1 = wL, Vy1 = Vg et V1 = — —.
m vy

3. Entre les plaques P’ et P”, le mouvement est "balistique”, c’est-a-dire sans force, donc a vitesse constante, puisque la pesanteur

D
est négligée. La charge arrive sur P” a 1, tel que v12(t — 1) =D, ol tp — 1 = —.

Vo
wlLD wL gqBL
Xp = =— (D+L/I2)=——(D+L/2).
Vo Vo muvg
V2 = L+D.
qEL
2y ==—7 (D+L/2).
mug
E
4. P" estun plan orthogonal a (Oy), on y voit z, en fonction de x,, avec z, = B e
Vo
. q P . . mE 5 .
Si — est fixé mais vy variable, on voit que z, = —————X;, ce qui donne une forme de parabole.
m gB°L(D+L/2)

q

Si — quelconque mais vy fixé, on voit que z; = B—xz, ce qui donne une forme de droite.
m Vo
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