Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Planches INP : cinquiéme série

[ INP o Planche R ]

m Exercice majeur

On dispose d'une urne contenant trois jetons indiscernables
numérotés 1, 2 et 3.

On effectue une série de tirages indépendants d'un jeton,
avec remise.

On note :

= Y la variable aléatoire indiquant le nombre de tirages né-
cessaires pour obtenir deux numéros différents ;

= 7 la variable aléatoire indiquant le nombre de tirages né-
cessaires pour avoir les trois numéros.

1) Déterminer la loi de Y.
Solution.

* Pour tout i € IN*, soit X; la variable aléatoire donnant le nu-
méro du jeton tiré lors du i€ tirage.
Les variables aléatoires X; sont donc i.i.d. de loi % ([1,3]).
e Il faut au moins deux tirages pour obtenir deux numéros diffé-
rents :
Y(Q) c[2,00].

e Fixons k = 2. L'événement [Y = k] est réalisé quand les
k — 1 premiers tirages donnent le méme numéro, et le ke ti-
rage donne un numéro différent. De plus, le premier numéro
tiré peut étre 1, 2 ou 3 :

3
v =kl=l X1 =j.Xa = j,-... X1 = . Xic # 1.

j=1

Grace a l'additivité de la probabilité puis a I'indépendance des
variables X1,X,, ..., X\ :

3
P(Y =k)=P(ErJ [X1 =X = J, . i = X aéj])
Jj=1

3
=Z PX1=Jj,X2=],--, X1 =1, Xk #])
=
3
=) PX;=j)PXy=j) - P(Xp—q =J) - P(Xy #J)

1\ 1 9o 1\ 1 o 1\k2 o
- Z=3(= R L2
(&) a=) =) s

j
Conclusion : La loi de Y est donnée par :

=1
3
Py

J

Y(Q)c[2,00]

12 2
k>2: P(Yy=k=(=] -=.
vz pr=n=(5) 5
2) Déterminer la loi de Y —1.
Solution. La variable Y’ :=Y — 1 vérifie Y/(Q2) C [2, oo [ et pour
tout k =2 :
P(Y =k)=P(Y—-1=k)=P(Y =k+1)

= (%)Uﬁl)iz % (cark+1>2)

k-1
=) 3

On reconnait la loi géométrique de parameétre 2/3.

Conclusion : Y —1 < ¥(2/3).

3) En déduire E(Y) et V(Y).

Solution. Puisque Y = Y’ + 1 et que Y’ admet une variance,
Y admet une variance également. Espérance et variance de Y’ sont
connues, donc on obtient directement :

E(Y) =E(Y')+E(1) (linéarité de l’esp.)

15,
BEZ R
V(Y)=V(Y' +1)=V(Y') = 1272/3 = %

4) Déterminer la loi du couple (Y, Z).
Solution.
« Il faut au moins 3 tirages pour obtenir les 3 jetons différents :

Y(Q)cC 2,00 et Z(Q)C[3,00].

e Prenonsi =2 et j=3; calculons P(Y =i, Z = j).
Tout d’abord, [Y =1i,Z = j] =@ sii > j, donc dans ce cas
P(Y =i,Z=j)=0.
On suppose désormais que i < j.
Pour chaque couple (k, ¢) d’éléments de [1, 3] distincts, notons
Ay ¢ Iévénement «le premier numéro observé est k, et le pre-
mier numéro observé différent de k est . ».
Les événements Ay , forment un systeme complet d’événements
formé de 3 -2 = 6 événements. De plus :

ANy =i,Z=j1=[X,=k....X; 1 =k,
Xi =€,...,Xj_1 =€,
X; ¢ {k,¢}].

On en déduit, grace a l'indépendance de X;,...,X; :

P(A N[y =1,2=j])=(3)"- 2.

Par la formule des probabilités totales surle s.c.e. (A o ; k # £) :

P(Y=i,Z=j)= > P(A,n[Y=i2=j])

Conclusion : La loi du couple (Y, Z) est donnée par :
Y@ c[2,00[, Z(Q)c[3,00]
0 sii>j,
Viz2,Vj=23: P(Y=i,Z=j)= -
4-(3)7 i<y

5) Déterminer la loi de Z.

Solution. On obtient la loi marginale de Z a partir de la loi jointe
du couple (Y, Z) en appliquant la formule des probabilités totales
sur le s.c.e. ([Y = i])i>2.
Pour un entier j > 3 fixé :

[ee]

P(Z=j)= ) P(Y=i,Z=))

[

—1

-

. =)
4@+ Y0
i i=j

=4G-2 ()"

Conclusion : La loi de la variable aléatoire Z est donnée par :

||
S}

Z(Q) c[3,00[ et Vj>3: PZ=j)=4(—2) (1) "
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6) Les variables Y et Z —Y sont-elles indépendantes ?

Solution. Pour déterminer si ces variables sont indépendantes, on
calcule leur loi jointe.

Tout d’abord, Y(2) C [2,00[ et Z—Y C [1, 00 (a partir du 2¢ nu-
méro distinct obtenu, il faut au moins un tirage supplémentaire pour obtenir
le 3¢ numéro).

Prenonsi=>2etj=>1; alors:

P(Y=i,Z—Y=j)=P(Y =i, Z=i+]).

On utilise la loi jointe de (Y, Z) : en remarquant quei > 2,i+j > 3
et que i < i+ j, on obtient la formule :

P(Y=i,Z—Y=j)=4- (%)(fﬂ‘)—l
=G4
=P(Y =i) x ((%)H 2).

Cette écriture de la loi jointe de (Z,Y — Z) prouve a la fois que Z
et Y —Z sont indépendantes, et que Y —Z — ¥ (2/3).

B Exercice mineur
Soit E un espace euclidien, g € O(E) et f = g —id;.

is
1) Montrer que Im(f) C (Ker(f)) )
Y a-t-il égalité?
Solution.
* Soit x € Im(f) : il existe x, € E tel que :
x = f(xo) = g(xo) — xo.
Montrons que x € (Ker( f ))L. Soit y € Ker(f); alors :

(x]y)=(glxo)—x0|¥)
=(g(x0) | ¥)—(x0]¥)
(g0x0) | ¥)—(g(x0)| g(y)) car g € O(E);
=(g(x0) | ¥y —g(¥))
=—(g0xo) | (1))
= —<g(x0) | 0E>
=0.

car f = g—idg;
car y € Ker(f);
¢ On vient de montrer que Im(f) C (Ker(f ))J'.

De plus, comme E est de dimension finie, par le théoréme du
rang :

dim ( Im(f )) = dim(E) —dim ( Ker(f ))
= dim (( Ker(f ))l) .
Ceci prouve que Im(f) = (Ker(f ))l.

2) Montrer que :
1 n—1
2z k
Vx€E, - ;g (x) —= p(),

ou p est la projection orthogonale sur Ker(g —idg).

Solution. La question précédente prouve que Im(f ) et Ker(f) sont
supplémentaires orthogonaux dans E.

Prenons x € E : il se décompose x = y + z pour un certain
y €Im(f) etz € Ker(f). Alors:

i 1 n—1 L 1 n—1 .
Vel = > gk)== > gky+2)
m =0 m o
n—1 1 n—1
D8k )+ gk
n
k=0 k=0

Etudions chacun des deux termes :

Sl

x Puisque y € Im(f), il existe y, € E tel que
¥ = f(¥0) = g(xo) — xo. De ce fait :

1 n—1 1 n—1
= 2.8 =2 > 8" (glxo)—x0)
k=0 k=0

-

n—

1
= ; (gk+1(xo)—gk(xo))
k=0
= % (g"(xo)—xo) ; (télescopage)
n—1
1 1
= ng(y)H == (g"(x0)— x0)
n & n
1
<= (lle"xo) I+ 1Ixoll)  @.T)
< M. (car g € O(E))

n

Puisque 2 || xg || /n — 0 quand n — oo, par le théoréme d’en-
193 E
1 k
cadrement : " kZOg 69) —= Og.

* Comme z € Ker(f), f(z) =0 donc g(z) =z.
On montre par récurrence que g“(z) = z pour tout entier k € IN.
Alors :

~
o
~

=0

Conclusion. Par somme de limites :

-

1T E
- gk(x) —— Og+z=2.
n ° n—o0

F
I}

Le vecteur 2 est le projecté orthogonal sur Ker(g) = Ker(f —idg).

[ INP e Planche S ]

B Exercice majeur
On pose, pour tout x € R, :

+oo e—x(t2+1)
Y(x)= J — dt.
0 t2+1

1) Montrer que ¥ est bien définie et montrer qu’elle est
continue sur R;.

Solution. Le théoréme de transfert de continuité aux intégrales a
parametres permet de régler la question. Une fonction dominante
appropriée est ¢ : t — H%, qui est intégrable sur [0,+00].

Conclusion : La fonction ¥ est bien définie et continue sur IR, .

2) Montrer qu’elle est de classe 6! sur IR? .

Solution. On applique le théoréme transfert de caractére €' a
l'intégrale a parameétre.

Pour x € [a,b] C [0,+00[, une fonction dominante appropriée

2 . 7 7 .
est ¢: t — e " intégrable sur IR, car négligeable devant [lz au

voisinage de +00 (par exemple).
Conclusion : ¥ € ¢! (R,,IR) et:

+00 )
Vx>0: \P’(x)=—f e~ X"+ g¢,
0

3) Calculer ¥(0) et lim W¥(x).
X—+00
Solution.
¢ Par simple calcul de primitives :
+oo

+0oo
dt T
¥(0)= L T [arctan(t)}o =5

(o " . . +oo , . A s
¢ Le théoréme d’interversion Xllgrnoo / fo s’applique grace a la

domination par ¢ : t — H%, intégrable sur IR,. On obtient :

i v = |

0

+00

0dt=0.
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+00
On note A= J e du.
0

—X

4) Montrer que : Yx e}, ¥'(x)= —Aeﬁ.

Solution. Fixons x > 0. Alors :
+00o +00o
v'(x) = —J e+ g — o J et 4t
0 0
+00
=—e* J eV g
0

On effectue le changement de variable u = 4/xt, de classe %!
strictement croissant, laissant I'intervalle [0, + oo [ invariant, pour
lequel du = /xdt :

/ Il R SR
w'(x) :_T e -/xdt
X Jo

— +00

e ™™ 2
=— J e du

vX Jo

—X
=—aS_.
Jx

5) Montrer que l'intégrale f;oo ¥/(x)dx est convergente.
En déduire la valeur de A.
Solution.
¢ Lintégrale sur [1,+00[ est convergente car :

X
VX >1: J W (x)dx = ¥(X)—¥(1)
1
—— —P(1), limite finie.
X—+00

De méme sur ]0,1]:
1
Ve>0: j W/ (x)dx =¥(1)—¥(e)
£
p— ¥(1)—¥(0), limite finie,
£
grace a la continuité de ¥ en 0.

Conclusion : Lintégrale f0+ g (x)dx converge et par la re-
lation de Chasles :

J ¥ (x)dx = (¥(1) —w(0)) —¥(1) = —g.
0

* En outre, grace a la question précédente :

+00 0o x
W' (x)dx :—Af — dx.
) , F

On effectue le changement de variable x = u?, pour lequel
dx = 2udu; on obtient :

+00 +00 e,u2
\If’(x)dxz—AJ -2udu
) ,

2
+00 )
=-A J 2e % du
0

=—24%

—2A* = —%, dou A*> = % et enfin
A= ‘/TE puisque A = 0 par positivité de l'intégrale.
+00 JE

e du= Y,
2

On en déduit que :

Conclusion : A= J
0

B Exercice mineur

Soit N € IN*. On considére N urnes numérotées de 1 a N.
Dans I'urne i, il y a i boules numérotées de 1 a i.

On choisit au hasard, successivement, une urne, puis une
boule dans cette urne. On note X le numéro de la boule
tirée.

1) Donner la loi de X.

Solution. Notons U la variable aléatoire donnant le numéro de
l'urne choisie, de sorte que U suit la loi uniforme sur [1,N],

et que conditionnellement & [U = n], X suit la loi uniforme
sur [1,n].

Clairement, X(2) = [1,N], et pour tout k € [1,N], par la for-
mule des probabilités totales sur le s.c.e. engendré par U :

N

P(X =k)= Y P(U=n)Py_(X =K)
———

n=1 N
=1/nsik <n, 0 sinon

Il
Mz
M= =z~

=
1l
=
X
Sl

2=

1
.

n=k

La somme, qui est une tranche de la série harmonique, ne se simplifie
pas.

2) Déterminer I'espérance de X.

Solution. La variable X est réelle finie, donc elle admet une espé-
rance finie, donnée par :

NN 1 B
B0 = D) kPX=K=) D ==~ > -
k=1 n=k

kex(Q) 1<k<n<N
N n N N
1 1 1 1nn+1) 1 n+1
= — - k=— - = — X
NZHZ NZn 2 N Z_: 2
n=1 k=1 n=1 n=1
_LxN(1+1)+(N+1)
2N 2
_N+3
7

[ INP e Planche T ]

W Exercice majeur
On définit I'application ¢ qui a un polynéme de IR3[X] as-
socie le reste de la division euclidienne de X2 P par X*—1.

1) Montrer que @ est un endomorphisme de IR;[X].
Solution.

¢ IR3[X] est un IR-espace vectoriel usuel.

¢ Lapplication ¢ est bien définie de IR3[X ] dans IR3[X] car pour
tout P € IR3[X], on peut diviser X2 P par X* — 1 puisque
X*—1 # 0; le reste est unique et son degré est strictement
inférieur i celui de X* — 1, soit 4. En d’autres termes, il appar-
tient a IR3[X].

Montrons la linéarité de ¢.
Prenons P;,P, € IR3[X] et a,ff € R.
Ecrivons les divisions euclidiennes de X2 P; et X2 P, par X#—1:

X2P(X) = (X*—1)Q(X) + R, (X),
X2Py(X) = (X*—1)Qa(X) + Ry(X),

ol Q1,Q, € IR[X]etRq,R, € IR3[X].
Avec ces notations :

X2 (aPy(X) + B Py(X))
=aX?P,(X)+BX?>Py(X)
=a((X*—1)Q;X)+R; (X)) + B ((X* —1)Q,(X) +R,(X))
=X*-1) (aQ;(X) + B Qa(X)) + (aR1(X) + BRy(X)).

Dans cette écriture, puisque Ri,R, € IR3[X], on a éga-
lement aR; + BRy € IR3[X] (cet ensemble est un espace
vectoriel). On reconnait donc la division euclidienne de
X2 (aPl(X)+ﬁP2(X)) par X* — 1, et donc son reste. On a
prouvé :

¢ (aP +fP)=aR(X)+BRy(X)=ap(P)+ B (Py).

Conclusion : L’application ¢ est un endomorphisme de IR3[X].
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2) Calculer A =
de IR;[X].

Solution. Pour déterminer la matrice de ¢ dans la base cano-
nique (1,X,X2,X%) de IR3[X], on pose les divisions euclidiennes
suivantes :

m%at(ﬁp) ol 2B est la base canonique

X2.1=x2=0-(X*—1) + x> dott (1) =X2,

x2.x=x3=0-(x*-1)+x° (X)) =X,
X2 x2=x%=1-X*-1+1 p(x?) =1,
x2.x3=x>=x-x*-1)+x (X3 =x.
0 0 1 0
L o 0o o0 1
Conclusion : rr}};lt(ap)— 1.0 0 0
01 0 0

3) Montrer que ¢ est diagonalisable.
Solution. La matrice de A de ¢ dans la base % est symétrique a

coefficients réels. Par le théoréme spectral, elle est donc diagona-
lisable. Il en va de méme pour 'endomorphisme ¢.

4) Quelles sont les valeurs propres de ¢ 7
Solution. En découpant A en 4 blocs de taille 2 x 2, on remarque
vite que A> = I: X 2 _1 est un polynéme annulateur de A.
On en déduit que Spr(A) c {1,—1}.
Comme A est diagonalisable, ce spectre ne peut pas étre vide ; de
méme, il ne peut pas étre réduit a un singleton, car sinon A serait
semblable a I, ou a —I, donc égale a I'une de ces deux matrices,
et ce n’est pas le cas.

Conclusion : Sp(¢) = Spr(A) = {1,—1}.

5) Quels sont les sous-espaces propres associés ?

Solution. On constate sans peine que A— 1, est de rang 2, donc
que dimE; = 4—2 = 2; on trouve 2 vecteurs propres non
colinéaires suivants : V; = (1,0,1,0) et V, := (0,1,0,1), qui
forment une base de E;

De méme, dimE_; = 2 et les vecteurs V3 = (1,0,—1,0) et
V4 :=(0,1,0,—1) en forment une base.

6) La matrice A est-elle inversible ? Si oui, calculer son in-
verse.

Solution. On a vu plus haut que A? = 1.
Cela prouve immédiatement que A est inversible et que A™! = A
(autrement dit : ¢ est une symétrie).

7) ¢ est-elle un automorphisme ?

Solution. Puisque la matrice A est inversible, 'endomorphisme ¢
est bijectif; puisque c’est un endomorphisme, il s’agit donc d’un
automorphisme.

H Exercice mineur

1
Soit I =J LG
0

1+t2

1) Justifier 'existence de I.

Solution. La fonction f: t — 1‘1(2 est c.p.m. sur ]0,1].

En Ot : f(t) ~ In(t) et comme t — In(t) est intégrable

sur ]0,1], la fonction f l'est aussi.
Lintégrale I est absolument convergente, donc convergente.

R G Vi
! _HZZOI (2n+1)2

Solution. Développons f en série :

2) Montrer que :

In(t)
1+t2

oo
= (=1 In(e).
— H_/
n=0 Fal0)

Vte]lo,1], f(t)=

oo
Appliquons le théoréme d’interversion ., / f]() K
n=0 ’

1) La série . f, converge simplement sur ]0,1], de somme f ;
n=0

2) Les fonctions f, et f sont c.p.m. (car continues) sur ]0,1];

3) Les fonctions f,, sont intégrables sur ]0,1].
En effet :

VEx ()= (=" 2 In() = o,
t—

donc f, est négligeable devant t — 1/4+/t, qui est intégrable sur
10,1] (intégrale de Riemann en 0" avec a = 1/2 < 1).

(s 1 .
4) La série Z fo | f | converge : pour tout entier n =0 :

1 1
j | fa()] dt = f —t2% In(t)dt
0

2n+1 1 on
t t
“’"[ - In(t )] dt
2n+ o o 2n+1

1
T (2n+1)2
1

~ .
n—oo 4n2

Comme la série Z 7,2 €st convergente et a termes positifs, la
n>1

série . f o |fn | est convergente également.
On peut donc intervertir les symboles de sommation :

1 oo
I= an(t)dt

0 n=0
oo 1
=>1| ful®)de
n=0+0

[ 1
= ZJ (=1)"t2" In(t) dt

_app) _ i (=1)n+?
- S (2n+1)2°

[ INP e Planche U ]

W Exercice majeur

Soit f: x — arcsin(x) v1—x2.

1) Montrer que f est de classe €' sur un intervalle I que
I'on précisera.
Solution. arcsin est de classe ¢! sur ]—1; 1[.
Sur cet intervalle, x — 1 — x?2 l'est aussi, 4 valeurs dans IR .
Comme t — +/t est de classe ¢! sur IRj, leur composée

x — v/1—x2 est de classe €' sur ]—1; 1[. Par produit de fonc-
tions de classe €', f est de classe ¢! surI:=1-1;1[.

Soit I'équation différentielle

(1—x*)y'(x) +x y(x) = c(x), (%)
ou ¢ est une fonction continue sur I.

2) Donner c(x) quand f est solution de (x).

Solution. On dérive d’abord f ; pour tout x €1 :

()= —— — -V 1—x2+ arcsin(x) - ‘/_ +(—2x)

X arcsm(x)
Vi—xZ '
En injectant dans I'équation différentielle :
(1=x*)y'(x) +x y(x)
=(1—x?)—x v 1—x2 arcsin(x) + x arcsin(x) v' 1 — x2
=1-x2.
Conclusion : y est solution de () si I'on prend c: x —1 —x2
3) Montrer que (*) admet une unique solution impaire et

développable en série entiere.
Solution. Procédons par analyse-syntheése.
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* Analyse. Supposons que y soit une fonction impaire dévelop-
pable en série entiere. Elle s’écrira :

Vxel-RR[: y(x)=Y apx?*?
k=0

pour un rayon de convergence R > 0 et une suite (a;)i>o de
réels.
Un calcul patient donne, pour tout x € ]—R,R[ :

(1=x*)y'(x) +x y(x)
=qyx° +Z [(2k+ 1ag—2(n— 1)ak_1:| - x%k,
k=1

En supposant que y est solution de (x), par unicité du DSE, on
peut identifier les coefficients avec ceux de 1 — x2.

On obtient :
1 2(k—1)
ap=1 ay=—=, et Vk=22, qpg=——a;_;.
0 173 O TR gk TR
Tous les coefficients a; sont uniquement déterminés par ces re-
lations

* Synthese. Réciproquement, prenons une suite (ay)rs>q défi-
nie par les deux termes initiaux et la relation de récurrence
ci-dessus, et y la somme de la série entiére Y. ai xk.

k=0
En appliquant la regle de d’Alembert pour les séries numériques
(...) on montre que le rayon de convergence de cette série en-
tiere vaut 1.
La fonction y est donc définie sur ]—1,1[, ou elle est solution
de (%) en remontant les calculs faits dans la partie analyse.

Conclusion : L'équation (x) admet une unique solution qui soit
impaire et développable en série entiere. Sur lintervalle ]—1,1[,
elle s’écrit :

1
3 E k
X)=x—=-x"+ Qe Xx-,
}'() 3 kzk

ol les coefficients a; satisfont la relation :

_2(k-1)

k=2: = 1.
v = g1 Wl

4) En déduire que f admet un développement en série en-
tiere.

Solution. La fonction f et la fonction y définie dans la question
précédente sont solutions du méme probléme de Cauchy d’ordre 1
sur l'intervalle I, sans singularité et a coefficients continus, formé
de () et de la condition initiale y(0) = 0.
Comme cette solution est unique, f = y etainsi f est développable
en série entiére sur ]—1,1[.

5) Calculer le développement en série entiére de f.
Solution. 1l s’agit ici d’expliciter les coefficients a; en résolvant la
relation de récurrence. Pour tout entiern =2 :

k—1

a, =2 —— -
k 2k+1

Ap—1

—ok1, k=1 k=2 1
2k+1 2k—1 5 1
k1 k=1 k=2 11
2k+1 2k—1 53
1
=2 1'(k_l)!'(2k+1)-(2k—1) ----- 3.1
2k k1 2k ki
T T2k (2k+ )
o 4kn?
T 2k(2k+ 1)

On remarque que cette formule est également valable pour k =1
(rappelons que a; = —1/3) mais pas pour ag = 1.

Conclusion : Pour tout réel x € ]—1,1[ :

o0 k 2
4% (k!
arcsin(x)vV1—x2=x— E L x2kH1

£ 2k (2k +1)!

B Exercice mineur
Soit A la matrice de ., (C) définie par :

a+b ab o - 0
1 a+b ab

Ay=1 0 1 0o |
ab
0 -« 0 1 a+b

ot (a,b) € C? et n€ IN*. On note d,, = det(4,).

1) Trouver une relation de récurrence vérifiée par la
suite (d,)p>1-

Solution. Soit n = 3. En développant le déterminant d’abord par
rapport a la premiére colonne :

a+b ab 0 - 0
1
d,=(@+b)-| 0 0
. ab
0 0 1 a+b (1)
ab 0 0 0

-1 0 1 0
: . ab
0 0 1 a+b

(n—1)

Le premier déterminant est d,,_;.
On développe le second suivant la premiére ligne :

a+b ab 0 .- 0
1
d,=(a+b)-d,_1—ab-| o 1 . T 0
: . ab
0 e 0 1 a+b

(n—2)
= (a + b) . dn,1 —ab- dnfz.

Conclusion: Yn=>3, d,=(a+b)-d,_;—ab-d,_,.

2) En déduire une expression de d,, en fonction de n, a
et b.
Solution.

x Lasuite (d,,),>1 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son
équation caractéristique est :

x’=(a+b)x—ab < x*—(a+b)x+ab=0

— (x—a)(x—b)=0

&< Xx=a ou x=bh.

11 existe donc deux constantes C, C, € C telles que :
Sia#b:
Sia=b:

Vnz=1, d,=C;a"+Cyb",

Yn=1, d,=Ca"+Cyna™ .

* Pour trouver la valeur des constantes C; et C,, il faut deux va-
leurs de la suite (d,)p>1-
Onadéa: d;=det((a+b);)=a+b.

a+b ab

Deplus: dy= 1 a+b'=(a+b)2—ab.

Plutét que d’utiliser d,, on ajoute un terme d, respectant la re-
lation de récurrence ; on choisit dy pour que :
dy =(a+b)d; —abd,
< (a+b)?>—ab=(a+b)*>—abd,
& ab=abd,
— dy=1.
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x Dans le casoua#b, ona:
C1+C2=1
aC +bCy=a+h

5’ N . _ b . _ a
d’oti on tire Cy = 3=; puis C; = 755

b
Conclusion: VnelN, d,= a+ b".
a—>b b—a
+ Danslecasoua=b, ona:
C =1 R
dotu C;=1etCy=a.
aC;+Cy=2a
Conclusion: VnelN, d,=a"+na"=(n+1)d".
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