Corrigé du DM 1

Soit p un nombre premier, on note :
g, = {ze@\akeN,z@’“) :1}
et pour tout k € N, on note :
Vk:Upk:{ZGC‘Z(pk):l}.

1. a) Soit k € N, Vj est Pensemble des racines (p*)-iétme de I'unité, donc : Vi, =
PIYES 2@ 2im 2im
{e PP avec j € Z} = {(er'"‘ )7; avec j € Z} et er® € C*, donc : Vj, = gr(er*) est
2im
le sous-groupe engendré par e »* dans (C, X); en particulier ¢’est un sous-groupe et
son cardinal est p*.

‘ Pour tout k € N, V}, est un sous-groupe de (C*, x) de cardinal p*. ‘

b) Soit k € Net z € Vg,

donc : 2(P") = 1,

donc : 2P = 2Pt xp = (z(pk))p =1 =1

donc : z € Vj41.

On a montré que Vi, C Vi41.

De plus, Card(V}) = p¥ < pF*1 = Card Vi4 1, donc Vi # Viyy.
Conclusion

‘ la suite (Vi )ren est strictement croissante pour l'inclusion.

2. a) Soit z € C,

€6, & FeN, ) =1
& dkeN,zeV,

&z e LJ Vi.
keN
Donc :
gp = U Vi
keN

b) « VkeN,V, CC* doncG,= |J V} C C*.
keN

o Pourk:O,onalpk:1d0nclegp.

o Soit x,y € Gy,
donc : il existe k,l € N tels que x € Vi, et y € V],
or (Vi)ren est croissante, donc pour m = max(k,l), z,y € V,,,. De plus, V;,, est un
sous-groupe de (C*, x), donc donc : zy~! € V,,, C G,.

Donc :

‘ G, est un sous-groupe de (C*, x). ‘

3. Soit z € V11 \ Vi, on note a l'ordre de z dans Vjy1.
On sait que z ¢ V4, donc : 20" #1,

donc : « ne divise pas p*.

De plus : V41 est de cardinal p
sy

donc a € {1,p,p?,...,p" p"1}
et comme « ne divise pas p*, a =p
Donc : gr(z) est un sous-groupe de Vi1 de cardinal p
Donc : gr(z) = Vit1.

Conclusion :

k+1 donc, d’apres le théoréme de Lagrange, o divise

k+1

k41 qui est le cardinal de V1.

‘ z € V41 \ Vg, alors z est générateur de Viy1. ‘

4. Soit H un sous-groupe propre de G, tel que Vk € N, H # V},, montrons que H = G,.

a) Supposons par 'absurde qu’il existe k € N tel que H C V.

Soit A ={j e N| H C V;}, A est une partie de N non vide car k € Aet 0 ¢ A car
H g Vy={1}.

Soit [ le plus petit élément de A, doncl>1, H C Ajet H ¢ A;_;.

Donc : il existe z € H\NV;_1 C V;\NV;_1 et d’apres la question précédente z est un
générateur de V.

De plus H est un sous-groupe de G, donc : V; = gr(z) C H.

Donc : H =V} ce qui est une contradiction.

On a montré que : Vk e N, H ¢ V..

b) Soit k € N montrons que Vi, C H.
On sait que H ¢ Vj donc il existe z € H \Vj.
On considere I'ensemble A = {j € N| z € V;}, A est une partie de N, non vide car
z€G,= UV
JEN
Donc : A a un plus petit élément [ et z € V.
Or: z ¢ Vj, et la suite (V) en est strictement croissante, donc I >k >0 et Vi, C V.
Par définition de [, z € V;\V,_q,
donc, V; = gr(z) C H.
Donc:V, CV, C H.
On a montré que :

Vke N, V, C H.
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c) On sait que G, = |J Vi, donc d’apres la question précédente : H = G,,.

kEN
Donc les sous-groupes de G, sont : les Vj,, avec k € N et G, ; de plus les V}, sont cy-
cliques et aucun d’entre eux n’est maximal pour l'inclusion car la suite (V)gen est
strictement croissante.

Conclusion :

les sous-groupes propres de G, sont les V}, avec k € N*, ils sont
cycliques et aucun d’entre eux n’est maximal.

5. Soit F' = {z1,...,2,} une partie finie de G,,.

Pour tout j € [1;n], z; € G, = J Vi, donc il existe k; € N tel que z; € V4.
kEN

On pose K = maxc[o;n] ky- ©

La suite (Vi)gen est strictement croissante,

donc : Vj € [1;n],2; € Vk.

Or : Vi est un sous-groupe propre de Gy,

donc : gr(F) C Vi et gr(F) # G,.

Conclusion :

‘ Gp n’est pas engendré par une partie finie.
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