Corrigé du DM 2

Exercice 10 : Anneau Z[v/2]

1.
A:{a—l—b\/ig avec a,bEZ}
¢« ACR.
e Soit . =a+bv2 ety =c+dy2 avec (a,b,c,d) € Z*.
D’une part :

z—y=(a—c)+(b-d)V2e A

cara—beZetc—deZ.

D’autre part :
zy = (ac+ 2bd) + V2(bc+ ad) € A

car ac + 2bd € Z et bc + ad € Z.
Enfin, 1 =140 x v/2 € A, donc A est un sous-anneau de R.
De plus : Va € Z,a = a+0vV2 € Aet vV2 =0+4+1x+v2 € A; donc A est un
sous-anneau de R qui contient Z U {\/5}
e Soit B un sous-anneau de R qui contient Z U {\@ }
Soit t =a+byv2 € Aaveca,beZ donca€Z C B,beZ C V2et v/2 € B; donc
par stabilité de B par + et X, z =a+b x /2 € B.
On a montré que A C B, valable pour tout sous-anneau B de R qui contient ZU+/2.

Conclusion :

‘ A est le plus petit sous-anneau de R qui contient Z U /2. ‘

2. Soit z € A, par définition de A4, il existe (a,b) € Z? tel que = a + b\/2. Montrons
I'unicité : soit (c,d) € Z? tel que x = ¢ + dv/2 et supposons par I'absurde b # d, donc
a+bv2=c+dV?,

donc a — ¢ = /2 x (b—d) avec b — d # 0,

donc :

\/522:26(@

d’olt la contradiction car v/2 ¢ Q.
Donc:b=det a—c=+2x (b—d) =0 donc (a,b) = (c,d); ce qui monter l'unicité.
Conclusion :

Vo € A,3(a,b) € Z? |z = a+ by/2.

Ainsi pour tout z = a + by/2 € A, I'image ‘aQ — 2b2’ est définie sans ambigiiité (une
seule image possible) et comme a,b € Z, |a? — 2b2’ eN.
Donc :

’ Papplication N est bien définie de A dans N. ‘

3. Soitz =a+bv2€ Aety=c+dyV2e A.
On a xy = (ac + 2bd) + v/2(bc + ad), ce qui entraine :

N(zy) = |(ac +20bd)? — 2(be + ad)2|
= ’a202 + 4b%d? — 2b%c? — 2a2d2’
Par ailleurs :
N(z)N(y) = |(a® — 20%)(c® — 2d?)|
= |a*c® + 4*d® — 2b°¢* — 2a°d?|

Donc :
| Va,y € A, N(zy) = N(@)N(y). |
Soit z € A.
e Supposons z € U. Il existe donc 2/ € U tel que zz' = 1. D’apres la question

précédente, on en déduit que N(z)N(z') = N(1) = 1. Comme N(z) et N(z') ap-
partiennent & N, on conclut que N(z) = 1 (car les inversibles de Panneau (Z, +, x)
sont 1 et —1).

« Réciproquement, considérons z = a + bv/2 € A avec N(z) = 1.
Remarquons d’abord que : (a + bv/2)(a — bv/2) = a? — 2b2.
Or N(2) = |a? — 2b*| =1, donc : z x (a —by/2) =1 ou z x (a — by/2) = —1; donc :
zx (a—bv2) =1ouzx (—a+by/2) = 1. Donc z est inversible.

Donc :

‘ un élément z de A est inversible si et seulement si N(z) = 1. ‘

4. N(1++/2) =|1 -2 x 1| = 1, donc d’aprés la question 3,

Or (U, x) est le groupe des inversibles de (A, +, x); donc :

Vn e Z,(1+V2)" €U.

5. z=a+b/2 €U avec a,b € N.
a) Supposons par 'absurde a = 0. Donc : N(z) = 2b? = 1, donc b* = 1 : contradic-
tion avec b € N. Donc :

a # 0.
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b) Soit n € N. La fonction In est strictement croissante sur Ry et z=a+ b\/i, 1+
V2 e R, donc

(1+V2)"<z< (1+V2)"H!
S nln(l+v2) <Inz < (n+1)In(l+v2)

Inz
sn ——<n+1 In(1++v2) >0
- { Inz J
n=|————
In(1+v/2)
eta#0,donca>1etz=a+b/2>1, donc: Ln(ﬁz\/i)J > 0.

Donc :

(1 4 \/i)nJrl

il existe un unique n € N tel que : (1 ++v2)" < 2z <

c) On sait que z € U et (1 ++/2)™™ € U, or (U, x) est un groupe, donc :
2(14++/2)™™ € U C A. Donc : il existe ¢,d € Z tels que :

m:c—i—d\/ﬁ.

Or (14+v2)" < 2z < (1++v2)"*!, donc : 1

strictement positif.

< c+dv2 < 1+ 2. Donc ¢ ou d est

Supposons par l'absurde ¢ > 0 et d < 0, donc 1 < ¢+ dv2 < ¢ — dv/?2.
Donc : ¢ —2d? = (¢ + dv/2)(c — dv/2) > 1.

Or:c+dv2 €U, donc: N(c+dv2) = |c? —2d?| = 1, d’ot la contradiction.
Supposons par I'absurde ¢ < 0 et d >0, donc:d > 1et ¢ < —1 donc: ¢ —dv2 < —2.

Or:c+dv2> 1; donc : ‘02 — 2d2| > 2 : contradiction.

Doncc>0etd>0.
Conclusion :
il existe ¢,d € N tels que z(1 + \/5)_" =c+dv2.
d) w =c+dy2 € U avec ¢,d € N donc, de méme que dans la question 5.a,
N(w) = ‘ —2d2|—1,doncc7é0.OrcGNdoncc>1,or.

1<c+dvV2<1+V2

donc:1+d\/§<c+d\/§<1+\@,donc:d<l,ordeN,doncd:O.
Donc : 2(1++v2)™™ =c+dv2 =1, donc :

z=(1+2)"

6. Soit z € U. Donc : z = a + bv/2 avec a,b € Z.

ler cas : a > 0,b >0 : donc, d’apreés la question précédente, z = (1 + v/2)™.
2e cas : a\O,b\O : donc pour w = —a — by/2, on a N(w) = N(z) =letw € U
avec —a > 0 et —b > 0, donc d’aprés le premier cas, w = (1 + v/2)", donc
—(1+v2)".
3ecas:a>0,b<0 : doncpourw—a—b\f dememew—(l—l—f) et zw =1,

donc.z—(l—i—f)
a<0,b> —(1+v2)™
Donc, dans tous les cas, z € {:t(l +/2)"; avec n € Z}.

Réciproquement, pour tout n € Z, (1 ++/2)" € U, et (—
par stabilité de U par x, —(1 ++/2)" € U
Conclusion :

4e cas : 0 : de méme, z =

1) € U car N(—1) =1, donc

U={+(1+V2)"; avecn € Z}.
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