Classe de PSI

Corrigé du devoir surveillé n° 1

[Connaissance du cours]

tan(1//n)
1) < Nature de la série Z u, = Z ——
n>1 =1 V/n+1n*(n)
tan(x) ~ X
. x— 1 1
Puisque 1 0 tan(ﬁ) T
n pooo ’
Enoutre, /7 +In%(n) = Vito(vm) ~ n.
n—ooo M=o
Ainsi :
. o~ Myi _ 1,
Un nooo Ym ~ n’
s Vn=>1, +>o0;

- . 1 q-
* La série harmonique ), + diverge.
n=1
Par théoréme de comparaison, la série Y, u, diverge.
n=1
In*(n)

* Nature de la série Y, v,
n>1 n=

Soita € ]1,3/2[. Alors:

[y

ey = In*(n) cc

n n¥2—a  n-oo

0 car3/2—a>0.

Ainsi :

* v =0(5);

n—oQ
e VYn>1, & >0;

* la série de Riemann Y, = converge car o > 1.
n=1

Par théoréme de comparaison, Y, v, converge (absolument).

n=1

2) Soit la série Zu —Z( 31/3 .

n=1 n=1

a. Puisque >’ |u,|= D] #, série de Riemann divergente puisque 3/4 < 1,

n=1 n=1
la série ), u, n’est pas absolument convergente.
n=1

Toutefois, elle converge par le critére spécial des séries alternées (CSSA) :

* > u, est bien alternée car —- > 0 pour tout n > 1;
n=1

* |u,| = = tend vers 0 en décroissant quand n — oo.
n n /4

b. ¢ Toujours par le CSSA, la somme de cette série est comprise entre 0 et
son premier terme :

D' _ < (— 1)“
13/4 :E: n3/

n=1

* En outre, les restes R, de cette série vérifient :

(-1 1
vn=1 Z k3/4 S

k=n+1

De plus, R, est du signe du premier terme de la somme ci-dessus : po-
sitif si n est impair, et négatif si n est pair.

3) Soit a € R et Zu _Z (2“) -n_

n=0 n=0
a. Supposons que a # 4. Appliquons la régle de d’Alembert.
Notons que VYn =0, u,>0. Deplus:

—n— 2 n
Unt1 _ (2nn:12)a 1 _ (2n+2)! « (n!) a’ (2n+2)(2n+1)
Un (%) a ((n+ 1)!)2 a1 (2n)! (n+1)2a
(2n) x (2n) _ 4
n—o0 lea - a
4
- X
n—oo a

On en déduit la nature de la série :
* Si0<a<4, alors 4/a>1etlasérie Y. u, diverge grossiérement;
n=0

* Sia>4, alors 4/a < 1 etla série Y. u, est convergente.
n=0

b. Supposons que a = 4.
On rappelle la formule de Stirling : n! ~ J27n (g)n

n—oo

Bertrand MICAUX, Lycée Victor Hugo (Besangon)

[ DS-1-corr | 26 | 02/01/2026 ] Page 1/ 11



On en déduit un équivalent du terme général :

C(2n\ . @), V2m(2n) () 1
v ey T

Comme, de plus :
s V¥n>1, —— >0;

Jrn
* La série Z e diverge (multiple de série de Riemann dexposant
a=1/2< 1),
par théoréme de comparaison, la série Y, u, est divergente quand a = 4.
n=0
4) Soitge Cet Y. u, = >. q".
n=0 n=0
a. Le produit de Cauchy de ) u, par elle-méme est la série >, w, dont le
n=0 n=0
terme général est :
n n n
YnelN, w,=» wu, = » ¢¢¢"*=> ¢"=(n+1)q"
k=0 =0 k=0

Conclusion :  Le produit de Cauchy de D u, par elle-méme
n=0

est > w, = >.(n+1)q"

n=0 n=0
b. ¢ Si|q| < 1, alors la série géométrique D u, est absolument conver-
n=0
gente. Par le théoréme des produits de Cauchy, la série > w, lest
n=0
également, eton a :

(o) o0 2 > N
an _ (Z”") donc Z(n +1)q" = (an) (1—q)? q)2

n=0 n=0 n=0 n=0

* Si|q|>1, la série géométrique Y. u, diverge.
n=0
De plus, |w, | =(n+1)|q|" tend vers +co donc (w, )=, ne tend pas

vers 0 : la série . w, diverge grossiérement.
n=0
Dans ce cas, aucune des deux sommes de série n’existe.

5) Les implications suivantes sont vraies :

(P1) < (Q3)
(P4) = (Q6)

(P2) < QD
(P5) = (Q5)

(P3) < (Q2)
P6) — Q4

1 2 «n-ln
10 - n

6) Soitn =3 et M, ( : . ) e M,(R).
10 « 0n
1 2 «n-1n

Dans cette matrice, L, =L, et L; =L, pour tout i € [2, n—1].

Ainsi @ rg(M,) = rg(L,,L,) = 2, car les 2 colonnes restantes sont non coli-
néaires (grace au 0 en position (2, 2), qu1 est bel et bien présent car n = 3).
Conclusion: Vn=>3, rg(M,) =

€ Remarque. ‘On pouvait aussi remarquer que G, =n.GC,
et que G; = £ .G, pour tout j € [2, n—1].

7) Appliquons la méthode du miroir de Gauss pour inverser la matrice A :

[A]| 1]

(1 3 4| 1 0 O]
= -2 -1 1 0 1 0

o 2 3| 0 o0 1

- 1 3 4 1 0 O- L1 . .
~ 0 5 9 2 1 0 fllmlilatloanC1 l
Ll o 2 3| o o 1] Lelt2h

_ 1 3 4 1 0 o_ , .
~10 5 9 2 1 0 i’refa;iuon Gl
g 0 10 15 0O 0 5 3 3

_ 1 3 4 1 O O_ L . .
~ 0 5 9 2 1 0 Ellmul}atloanc2 l
' 0 0 -3 —4 =2 5 3 Ll3—2aly

- 3 9 12 3 0 0- b -
~ 0 5 9 2 1 0 Ll‘?a;itlon -
' 0O 0 3| —4 -2 5 1 3

39 0)-13 -8 20 Elimination C; 1
) 0 0 =3 —4 2 5 Ly <L, +3L;

[ 3 9 0|-13 -8 20] bréparation G,
~ 0O 1 o| —2 -1 3 réparation C,
L 0 0 —3| —4 -9 s L, < L,/5 car: pged(5,—10,—5,15)=5

_ 3 O 0 5 1 _7 Zae e .
~ O 1 ol —2 -1 3 fllml;_llatlognLC2 1
g 0 0 —3| -4 —2 5 17—
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3 0 O 5 1 —7| Pivot commun : ppem(3,1,—3) =3
~|l o 3 o] =6 -3 9| 1,es1,
0 0 3 4 2 =5 Ly < —Ls

Conclusion : On obtient que la matrice A est inversible et que :

N
Al=-]-6 =3 9
4 2 —5

8) a. Théoreme d’interpolation de Lagrange
Soit n € IN*, ay, ay, .. .,a, € IK*™ tous distincts,
by, by, ..., b, € KK quelconques.
Alors il existe un unique polynéme P € K[X] tel que :

{deg(P) <n,
Vje[o,n]: P(a;)=Db;.

On interpoleena=—1, b=0etc=1.
b. Les polyndmes interpolateurs de Lagrange sont dans ce cas :

XX-1)

Lo(X) = I3 3X(X—1),
Ley=EDED -,
1x-—1
_@+DX
L) = 5= = 1X (X +1),

c. Le théoreme d’interpolation dit qu’il existe un unique polynéme P de degré

au plus 2 tel que P(—1) =2, P(0)=—1et P(1) = 3.

1l s’agit du polynéme : P(X)=2Ly(X)—L,;(X)+3Ly(X)
=XX-D+X+DE-D+3XxX+1)
=IX*+31X-1.

11 y a donc une unique parabole passant par les trois points A = (—1,2),

B=1(0,—1) et C =(1,3) : elle a pour équation y = ;xz + %x —1.

9) a. SoitA,B e A, (IK) (ot neIN¥).
On dit que A et B sont semblables (sur IK) quand il existe une ma-
trice P € GL,(KK) telle que : A=PBP™L.

b. Soit A, B € ., (IK). Pour que A et B soient semblables, il faut qu’elles aient
méme trace, méme déterminant et méme rang.

c. Supposons que A et B soient semblables. Alors il existe une ma-
trice P € GL,(IK) telle que A=PB P!,

s tr(A)=t(PBP ) =u((PB)P')=tr (P (PB)) =tr(1,B)
= tr(B).
* det(A) =det(PBP ™) =det(P)-det(B) - det(P~") = det(P) - det(B) -
= det(B).
* Multiplier une matrice, a gauche ou a droite, par une matrice inversible

ne change pas son rang. Puisque P et P~! sont inversibles, B a méme
rang que P B, puis que PBP™! =A.

det(P)

10) Développements limités usuels a l’ordre 3

» Famille de

—X
1
—=1+x+x2+x3+o(x3)
I—x x—0
1
=1—x+x>—x>+o(x%)
1+x o0
In(1+x)= x—3ix*+1ix*+0(x?)
x—0
1 2 3
=1—x +o(x )
1+ x2 0
arctanx = x—%x3+o(x3)
x—0

» Exposants : pour a € IR une constante :

(14 x)* =1+ ax+ 2D 52 4 ale D) 3 4 o (x3)

x—0

» Famille de ’exponentielle :

ex=1+x+%x2+%x3+o(x3)
x—0
ch(x)=1 +%x2 +0(x3)

x—0

sh(x)= x + 2 x> +0(x?)

x—0
cos(x)=1 —1x? +o(x?)
x—0
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— %Xs +O(X‘3)
x—0

sin(x) = x

tan(x) = x + %xs + o(xg)
x—0

Suites récurrentes couplées

Exercice 1

On consideére trois suites réelles (a,)nems (Dn)nem €t (¢, )nen définies par récurrence :

a=a Apy1 =2a,+ b, +c,
bo=p e VYnelN, {b,yy=a,+2b,+c,
Co=7Y Cpp1 =0, + b, +2¢,.
aTl
Pour tout entier n € IN, on introduit la matrice-colonne : V, = | b, | € R®.
1) a. Remarquons que, pour tout n € IN : n
Api1 2a,+b,+c, 2 1 1)\ [a,
Vn+1 = b)"l+1 = an + 2 bn + Cn = 1 2 1 bn :AVH
Cni1 a,+b,+2c, 1 1 2/ \c,
2 11
si lon introduit la matriceA=(1 2 1
11 2

b. Par récurrence sur n € IN, démontrons les propriétés :
HAn): V,=A"V,.
* Initialisation. Pourn=0: V, =V, et A"V, =A"V, =1, V, =V},
donc ##(0) est vraie.
* Hérédité. Soit n € N fixé tel que s#(n) soit vraie.
Alors: V.1 =AV,=A(A"V,) = (Ax A"V, = A"V,
donc #(n + 1) est vraie également.

Conclusion: VnelN, V,=A"V,.

6 5 5
2) a. Un simple calcul de produit donne: A?=|5 6 5
55 6

Considérons P = X2 + aX + 3 € R[X] un polynéme unitaire de degré 2
quelconque. Alors :

P(A)=0, < A’+aA+BI;=0,

b.

+p

[
[92 B2 o)
U1 oy U1
o U1 1
+
Q
== N
— N -
N = =
S O
o = O
= O O
I
o O O
o O O

En identifiant les 9 coefficients des matrices, on obtient 9 équations dont
seulement 2 sont distinctes. Alors :

6+2a+p=0 a=-5
5+a=0 p=4
& P=X?-5X+4.

PA)=0; = {

Conclusion : La matrice Aadmet un unique polynéme annulateur unitaire
et de degré 2 : le polyndme P, := X2 —5X + 4.
€ Remarque.

1) Il est plus clair de choisir une notation différente pour I'inconnue et pour

I'unique solution trouvée. Ci-dessus, I'inconnue est notée P et la solution est
notée P,.
Sur cet exemple, on peut raisonner par équivalences car parmi les 9 équa-
tions, il y a 7 équations redondantes, copies conformes des 2 premieéres.
On obtient ainsi d’un seul coup l’existence et 'unicité du polynéme P
recherché.

2

~

3

~

Si on choisit de sélectionner 2 équations en ignorant les autres, 'équiva-
lence <= devient une implication =>. On obtient uniquement l'unicité a
la fin de la résolution.

Il faut ensuite montrer la réciproque <= : cela consiste a vérifier que le
polynéme P, est bien solution du probleme en calculant Py(A).

On pouvait procéder par analyse-synthése. Dans ’analyse, on suppose que
P est solution, et on montre que nécessairement, P = P,. Cela démontre
'unicité du polynéme cherché. Dans la synthése, on vérifie que P, est bien
solution.

4

~

¢ 1r¢ méthode : grice au polynéme annulateur. Puisque Py(A) =05 :
A’ —5A+41,=0; donc —A*+5A=41;, % (-A+5I3)xA=1,
donc A est inversible et A7t = % (—A+51;).

* 2¢ méthode : par le déterminant.

2 1 1| |o -1 -3 1 3
det(d)=1|1 2 1|=]0 1 -1 =+1.'1 _1'

11 2] |1 1 2

=4#0

donc la matrice A est inversible.
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* 3¢ méthode : par le rang.

2 11 0 -1 -3 1 3
rglA)=rgl1 2 1|=rg|0 1 -1 =1+rg(1 _1)
1 1 2 1 1 2
2 colonnes non colinéaires
=1+2=3

Le rang de la matrice carrée A est maximal : cette matrice est donc in-
versible.

€ Remarque. Il est inutilement cofiteux d’utiliser le miroir de Gauss-Jordan si
'on veut juste prouver que la matrice est inversible, sans calculer son inverse.

c. Fixons n € IN quelconque. Comme P n’est pas le polynéme nul, on peut
poser la division euclidienne de X™ par P :
X"=PX)Q,(X)+R,(X) (%)

31(Q,,R,) € (|R[X])2 / {deg(Rn) < deg(P) = 2.

Comme le reste R,, est de degré au plus 1, on peut I'écrire R, = a,, X + 3,
pour un couple (a,, 3,,) de réels. En évaluant (x) en la matrice A :

VnelN, A"=P(A) Q,(A)+R,(A)=R,(A)=a,A+B,1;.
=0

Conclusion : Pour tout n € IN, A" est combinaison linéaire de A et de I5.
d. Puisque, pour tout n € IN, V, = (a,, b,, c,) et que V, = A"V,,, commencons
par calculer A".
* Factorisons P = X?—5X +4 : comme il admet 1 comme racine évidente
et que lautre racine est 4/1=4,ona P = (X —1) (X —4).
e Onévalue (x)enleten4:

an""ﬁn:l an+ﬁn=1
N donc i
4a,+p,=4 —3B,=—4+4
) 3a,=—1+4" X a, =3 (—1+4")
d’ou n d’ou 1
—3p, =—4+4 Bn=73( 4—4"

On peut ainsi expliciter A,, :
1
Yrel: A= ((—1 +4")A+(4—4")I3).
Mettons en facteur 4" :

AT = ((—A+413) +4". (A_Is))

[SC R

. 2 —1 —1 1 1
==||=1 2 —1]+a|1 1
S\l -1 2 1 1

2447 —14+4" —1+4"
== | —14+4" 244" —1+4"
—14+4" —1+4"  2+4"

— R

* On en déduit les expressions des 3 suites :

a, 2+4n _1+4Tl _1+4n a
VnelN: b, |=V,=A"Vy==|—-1+4" 2+4" —1+4"]||p
Cn 3 144 —1447 2447 \y

Reste a identifier les 3 coefficients des matrices-colonne.
Conclusion :

((2 + 4o+ (=1 +4M) B + (-1 +4”)y)

a, =

| = Wl

VneN: {b,=((-1+40a+@+4)p+(1+477)

3
Ch = é ((—1+4”)a+(—1+4”)/3’+(2+4”))/).

3) a. Pour montrer que la matrice A est semblable a la matrice D := diag(1,1,4),
nous allons montrer que A et D représentent le méme endomorphismes dans
des bases différentes.

On introduit f: V € R® — AV € R® 'endomorphisme canoniquement asso-
cié a la matrice A : alors A est la matrice de f dans la base canonique %.,,
de IR3.

Cherchons une base 8 = (V;,V,,V;) de R® telle que la matrice de f
dans cette base soit D.

* Analyse. Supposons que la base 98 convienne. En lisant les colonnes
de la matrice D, on obtient :

f) =W AV, =V,
f(V,)=V, donc AV, =V,
f(V3):4V3 AV3 :4V3.

* Synthese. On ne suppose plus que 2 convient, et on la construit.
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* Résolvons I'équation AV = V d’inconnue V € IR®. Elle est équiva-
lentea (A—13)V = (§). Or:

11 1 .
A-L=|1 1 1] ou cl—czzcl—c3=(8):
11 1

1 1 .
—1) etV, = ( 01) conviennent.

les vecteurs V; == ( 5

€ Remarque.
1) On pouvait résoudre ces systémes en écrivant V = (g) et en résol-
vant le systéme linéaire de facon « classique ». C’est plus long!
2) Inutile de résoudre 2 fois la méme équation AV = V!

On la résout une seule fois, et on en choisit 2 solutions particu-
lieres V; et V,.

+* De méme pour AV =4V :

2 1 1
A—al=[1 =2 1|, ouG+G+G=(3)
1 1 -2

1 .
Le vecteur V; := (%) convient.

* Reste & prouver que % := (V;,V,, V3) est une base de IR.
Comme Card(£) = 3 = dim(IR®), %et(%) existe et :

1 1 1 1 1 1 s
det(8)=|-1 0 1|=|0 1 2 —+1.‘_1 1’
Fean 0 -1 1 0 -1 1

=14+42=3#0.

& Attention ! Beaucoup d’'imprécisions subsistent quant au déterminant
d’une famille de vecteurs.

1) Le déterminant ne sert pas a prouver qu’une famille est libre.
11 sert uniquement a prouver qu'une famille est une base.

2) L'hypothése Card(#) = dim(IR®) sert & garantir I'existence du dé-
terminant. Dans ce contexte, on ne cherche pas un argument de
liberté : on calcule le déterminant.

3) Un déterminant de famille de vecteurs se calcule relativement a
une base (ici %.,,). C’est ce qui permet de se déterminer a un dé-
terminant de matrice.

% A est donc une base de IR® oti la matrice de f est :

1 0 O
mat(f)=|{0 1 0 ]|=D.
7 0 0 4

Conclusion : Les matrices A et D représentent un méme endomorphisme f
de R3, donc elles sont semblables dans IR.

b. Pour 'endomorphisme f de la question précédente :
1
mat(f)=A, mat(f)=D et P:=Py _a=|-1 0 1
‘%can '% can O _1 1

donc par le théoréme de changement de bases: A=PDP™

c. On inverse la matrice P par la méthode du miroir de Gauss :

[P | L]

(1 1 1] 1 o0 0]
=(-1 0 1| 0 1 0O
0 -1 1| 0 o0 1
_ 1 1 1 1 O 0_ AT .
~ o 1 2 1 1 0 Elimination C; |
1 o-1 1/ 0 o 1 Ly — Ly +L,
_ 1 ! 1 1 0 0_ LT .
~ o 1 2| 1 1 o0 EllmuganoLn Gl
g 0 0 3 1 1 1 3 L3+ L,
[ 3 3 3 3 0 0- Préparation C; |
~ O 3 6 3 3 0 Ll «— 3. Ll
L 0 0 3 1 1 1 L, < 3L,
3 3 0p 2 -1 -l Elimination C; 1
~]0 3 o] 1 1 -2 L el,—1,
L 0 0 3 1 1 1 L, —L,—2L,
_ 3 0 0 1 —2 1_ s s .
~ O 3 o0o| 1 1 =2 EllmuLlatwLn C, 1
1o o 3/ 1 1 1 e Li—L,
1 1 -2 1
Conclusion: P '==|1 1 -2
311 1 1
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d. On déduit de ce qui précéde, pour tout n € IN :

A'=PDP )Y =PDP HY)Xx(PDP VHx---x(PDP 1 )=pD"P!

1 o] fro o]t 2 1
=-|-1 o0 1]]o 1 off1 1 =2
310 -1 1|]o o 4|1 1 1
) [ 1 1 4] [1 —2 1
=Z|-1 o0 4| |1 1 =2
310 -1 4|1 1 1
A C A
== |—1+44" 2+47 —1+44"
3 1+4n 144" 244

d’apres E3A MP 2018 épr. 1

Exercice 2

Développement asymptotique de la série harmonique

Pour tout entier naturel n dans IN*, on note :

n

1
hn:ZE et &,=h,—In(n).

k=1
On considere les suites (u,),>; et (v,),>1 définies par :

uy=1 et Yn=2: uy,=i+mn(1-1);
Vn=1: v,=1-In(1+2).

1) a. On consideére f: x — x +In(1 —x). Soit x € R quelconque :

x€92; <= In(l-x)existe < 1-x>0 < x<L

Conclusion : 9y = ]—oo, 1[.

& Attention! Ne pas confondre le vocabulaire concernant f (la fonction) et f (x)
(I'image d’un réel x par f). Les expressions « f est définie » ou « f existe »
ne sont pas pertinentes; remarquer qu’elles ne dépendent pas de x. Elles ne
sont donc pas équivalentes a « f est définie en x », « f(x) existe » ou «In(1—x)
existe » qui, elles, sont correctes et signifient que x se trouve dans le domaine
de définition de la fonction f.

b. Onsait que : In(1+u)=u—3u®+o(u?).

u—0
Puisque —x — 0 quand x — O, il peut jouer le role de u :

In(1—x) = (—x)— 5 (—x)? + 0 ((—x)?) = —x — 2 x% + o(x?).

x—0 x—0

Conclusion :  f(x)=x +1In(1—x) =—3 x2+o(x?).

x—0
$¢ Remarque. On doit obligatoirement partir d’'un DL usuel, qui est officielle-
ment au programme. Ce n’est pas le cas de In(1—x), qu’on ne peut pas énoncer
sans preuve. On pouvait aussi primitiver le DL usuel de x — ﬁ, en soulignant
la valeur en O de la primitive : —In(1—0) = 0.

c. Soit n € IN* quelconque.
x* Sin=1:u;=1>0.
x Sin=2:u,=f (%) (remarquons que, dans ce cas, % €]0,1[ c 2¢).
Etudions la fonction f sur [0,1]. f est dérivable sur cet intervalle par
opérations sur les fonctions dérivables et on a :

1 d(1—x) 1 —Xx
X =1- =
1—x dx 1-x 1—x

Vxe[0,1[, f'(x)=1+

avec une annulation pour x = 0 seulement.

x 0 1/n 1

f'(x) |0 -
! \

Puisque + €]0,1], on en tire que u, = f (%) < 0.

Conclusion: u;>0et Vn=2, u,<0.

& Attention ! La question précédente donne u,, ~ —ﬁ.
n—oQ

Cela permet de dire que u,, et —# ont le méme signe mais seulement au voi-
sinage de I'infini (pour les suites, cela signifie a partir d'un certain rang). On
dit qu'un équivalent est une notion locale. D’ailleurs, u; n’est pas strictement
positif ici.
d. Comme % — 0 quand n — 00, par changement de variable dans le DL de
. . 1 1 1.
la question 1b, on obtient @ f(;) . Taw donc u, T
de plus ® —ﬁ < 0 pour tout n > 1; et © la série D, % est convergente
n=1
(multiple de la série de Riemann d’exposant a = 2 > 1).
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Par le théoréme de comparaison pour les séries, la série Y. u,, est également
convergente. n>1
2) a.Soitg: [0,1]—> R
x — x—In(1+ x).
Pour tout x € [0,1], 1+ x > 0 donc In(1 + x) existe : la fonction g est

bien définie. Elle est dérivable sur [0,1] par opérations sur les fonctions
dérivables, et :

1 da+x) _ x

= >0
1+x dx 1+x

Vxe[0,1], g'(x)=1-

avec une unique annulation en x = 0.
Conclusion : On peut dresser le tableau de variations de g :

X 0 1
g'(x) |0 +
1—In2
g /
0

$¢ Remarque.

1) Etudier une fonction sur un intervalle consiste a étudier : son domaine de
définition ; sa périodicité et parité/imparité éventuelles; sa régularité (ou
est-elle dérivable ? continue ?) ; ses variations, ses extrema locaux et ses li-
mites aux bornes de son domaine. Les 3 dernieres informations se résument
bien par un tableau de variation.

2) Dans ce contexte, il n’est pas utile de détailler la preuve que la fonction
est dérivable.

3) Lexpression « dérivable et continue » est a bannir.

Elle trahit que vous ne maitrisez pas 'implication : dérivable = continue.
Dites seulement « dérivable ».

b. On procéde de méme que pour u,. Remarquons que v, = g(%) pour
tout n = 1; on cherche un équivalent de g en O :

g(x)=x—1n(1+x)=x—(x—%x2+o(x2))=%xz—ko(xz) ~ %xz
x—0 x—0 Xx—0

et comme % — 0 quand n — 00, par changement de variable :

=) e @

n—,oo

De plus, @ ﬁ >0pourtoutn=1, et ® > ﬁ est convergente.
n=1

Conclusion : Par le théoréeme de comparaison pour les séries, la sé-

rie Y. v, est convergente.
n=1

3) a. Soit n € IN* quelconque.
x Sin=1, alors: v,—u,=v;—u;=(1—In2)—1=—In(2).
% Sin=2, alors:

vty = (2 =1n(1+ 1)) = (2 +1n(1- 1))
1 1

_ +1 -1

=—In(*7)~In("7)

=—In(n+1)+21In(n)—In(n—1).

& Attention ! Presque tout le monde oublie de faire un cas particulier pour

n=1. Cela aura des conséquences facheuses dans la question suivante...
Cette situation illustre bien qu’'une expression a toujours un domaine de vali-

dité : il faut s’assurer que les variables se trouvent bien dedans avant de l'uti-
liser.

b. Prenons maintenant un entier n = 3. Alors :
n n
D e—w) = —u) + YL (=)
k=1 k=2

=—In(2)+ Y (—ln(k +1)+2In(k)—In(k — 1))
k=2

n

—_In(2)+ Z (lr@—ln(k n 1)) > (lr.l\(’@—ln(k— 1))
k=2 a

k=2
Apet1 ax Q-1

Les deux sommes se télescopent et on obtient :

> (e —w) =—In(2) + (In(2) — In(n + 1)) + (In(n) — In(1))

k=1
=1In(n)—In(n+1).

& Attention ! Une somme télescopique doit faire intervenir deux termes qui se
suivent d’'une méme suite (a;).

La somme ). (ln(kz) —In(k?— 1)) n’est pas télescopique :
k=2

si on pose a; := In(k?), alors a,_; =In((k—1)?) # In(k* —1).

n n
c. Introduisons les deux suites (S, ),> = (Z vk) et (T)p1= (Z uk).
n=

. k=1 1 k=1
Montrons qu’elles sont adjacentes :

x Pourtoutn=1, S,;1—S, =u,4; SO (carn+1>2: question 1¢)
donc la suite (S,),>; est décroissante ;
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* Pourtoutn 2 1, T,y — T, = Vppy = g(%) > 0 (car 5 €[0,1]:

question 2a), donc la suite (T,),>; est croissante ;
n
*xVn=>1, T,—S,=> (vi—w)=In(n)—In(n+1)= ln(#)
k=1

=ln(1—

)—>O

n+1 n—o0o

d. Comme les suites (S,),>1 et (T, ),>1 sont adjacentes, elles convergent vers
une limite commune y.

Or, il s’agit des sommes partielles des séries > u, et . v, ; cela signifie
n=1 n=1
que ces deux séries sont convergentes (on le savait déja) et qu’elles ont la

méme somme 7.

D18

Conclusion : Les séries >_ u, et ». v, convergent, et Z =
n=1 n=1 n= n

Vhp=7.

1

Dans la suite de I'exercice, on note 7 la somme des séries Y, v, et ] u,.
n21 n=1

4) Comme (S,),>; converge en décroissant vers y et que (T,),>; fait de méme en
croissant, on a notamment :

T,<y<S, cad. vyS<ysu+u, donc 1-In(2)<y<1+u,.

Mais 2 <e, doncIn(2)<1, doul-—In(2)>0;
et u, < 0 d’apres la question 1¢, donc 1+u, < 1.
Ainsi: 0<1—-In(2)<y<1+u,<l1.

Conclusion : y€]0,1[.

5) a. Etudions le sens de variation de la suite (§,),51 := (hn —ln(n))n>1 :

Vn=>1, 6,—06,= (hn+1 —In(n+1))—(h, —In(n))

= n+1 + 1n(n+1

_ 1

- n+1 +1n(1 n+1)

=u,4 <O0. (question 1¢)

Conclusion : La suite (5,,),>1 est (strictement) décroissante.

b. Pour tout entiern =2, ona:

On —51+Z(5k+1—5k)—1+2 uk+1—u1+k2uk—kzuk e Zuk_
2 1

6) a. Fixons n > 1. La série de Riemann >, 7z est convergente car a = 2> 1.
k>1
Or, la nature d’'une série ne dépend pas de ses termes initiaux, donc la sé-
rie D, kLZ est convergente également, et sa somme existe.
k=n

oo
Conclusion : Pour tout n = 1, la somme s Z & existe.
oo 1_
b. Fixons n > 1 et estimons la somme s, = >, 17 par la méthode des rec-
tangles. k=n

. 1 . (o
La fonction f : t — = est continue et décroissante sur [1,+0o[, donc :

Vke[1,+00[: f(k+1)<J F(O)de < f(K).
k

Prenons N > n quelconque. En sommant pour k € [n, N—1] :

Quand N — +00, ces 3 termes ont une limite (grace a la question pré-
cédente pour les deux sommes). Par passage a la limite dans les inégalités
larges :

.1 1
dout —<s5,<—+—.
n n

$¢ Remarque. Avant de vous lancer dans la méthode des rectangles, fixez votre
attention sur la somme que vous souhaitez estimer. Cela vous indiquera
entre quelles bornes sommer : attention a la borne de départ (ici n et non 11!),
et quand la borne d’arrivée est 0o, il faut d’abord la remplacer par une borne
finie N > n puis passer soigneusement a la limite.

c. Dans I'encadrement précédent, les deux extrémités sont équivalentes a %
Par le théoreme d’encadrement pour les équivalents, on en déduit que s,

également.
Conclusion : La suite (6,),>1 = ( —ln(n)) , converge vers la constante ] 1
) Conclusion: s, ~ -—.
d’Euler y. n—oco n
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7) Soit (w,),>1 une suite de nombres réels qui converge vers 0. On suppose qu'’il d. On a trouvé a la question 7a I'expression de la somme centrale ; on obtient :

existe une constante £ > 0 telle que : <  ,
1-e)> = <-w, <(1+¢) Y, =
k=n k=n

(o]

a. Fixons n € IN*. La série Y| (w4, —wy) est une série télescopique associée En divisant par Y. kl;z >0:
k=n k=n

a la suite (w; )1 : les deux sont donc de méme nature.

Wni1 —Whp n:oo F

Comme la suite (w; ), converge, cette série converge également; de plus,

=

s somme vaut : (1—¢) < T <(1+¢) donc - —1|<e¢
: 1 1
- DI 2w
. k=n k=n
Z (Wk+1 _Wk) = lim (Wk+1) —Wp =Wy .1 p . p .
P— k—oo Si 'on récapitule, on a démontré que :
€ Remarque. Pour prouver la convergence de la série, on pouvait aussi procéder w,
par théoréme de comparaison puisque w,; —w, ~ £/n*; mais cette approche Ve>0,3ng€N/Vn=>ng: ® —l|<e;
ne donne pas la somme de la série. —L Z ez
. . { s w
b. Soit ¢ € ]0,1[ quelconque. Puisque w3 — wy oo 12 P définition en d’autres termes : = 1 dont on déduit, grace a la
g n—.oo
des équivalents : -y &
Wil — Wi 1 . k=n
(/K2 PRV question 6cC : o .
Par définition de la limite d’'une suite, il existe un rang n, = 1 tel que : w, ~ —{ Z —=—{-s, ~ —.
n—oo X kz n—oo n
=n
. Wie1 — Wi
Vk=ng: ' e /K2 —1l|se 8) Introduisons la suite (w,,),»; définie par :
Wit1 — Wi n
—eg LTk 2>0: 1
1—e< /K2 <l+e¢ et comme £/k*>0: Vn>1: Wn:=ZE_ln(n)_Y=5n_Y
¢ k=1
1—¢ Wi —WrS(1+¢e)—. . . . [ .
( ) S Wi ks ) k2 On essaie de lui appliquer le résultat de la question 7.

I ) \ .
c. Avec le rang n, de la question précédente, prenons n, N € IN tels que + Tout d’abord, comme &, oo, | d'apres la question 5b, w, n—oo 0.

ny <n<N. Ensommant les inégalités précédentes pour k € [n, N] : « Etudions la limite de n® x (w,,; —w,) :

N N N
4 4 Wig1 =Wy = 8,y1 — 8, = (R —In(n + 1)) — (h, —In(n))
(1—¢) E:ﬁ< E:(Wk+1—Wk)<(1+€) E ek
k=n k=n k= e —]n(l + —)
. +1
Puisque les séries 5 et Wii, — W) sont convergentes, les 1 1 1
a ké:n K gn( kel k) & =—1n(1+_)+—>< 1°
3 membres admettent une limite (finie) lorsque N — oo. En passant a la n nol+g

limite dans les inégalités larges : . [ sy
& & Par le changement de variable X « % dans les développements limités :

1
In(1+X)=X—1X>+0(X?) et —— =1-X+o0(X),
X—0 1+X X0

=
Il
=

M8
k‘|<\

(1—8)Zk2 Z(WH —w) <(1+e)
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on obtient, quand n — o0 :

1 1 1 1 1 1
Wop —Wp=— ;—ﬁ—ko E +;X 1—;4—0 ;

Les hypothéses de la question 7 sont réunies, mais pour la suite (—w,),>1,
avec £ =1/2. Le résultat de la question 7d s’applique :
1 1 ( 1 )
- donc  w,=—+of -

_er ~
n—oo  2n 2n n
n—oo

et finalement : Z =ln(n)+y+w,

1 1
=In(n)+y+ — +o(—).
2n n

n—oo
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