Fiche de calcul n° 5

Prérequis

Racines carrées

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Premiers calculs

Calcul 5.1 — Définition de la racine carrée.

PCSI 2 - Lycée Victor Hugo - Besancon

©

Simplifier les expressions suivantes en simplifiant les symboles v/- qui peuvent I’étre (et en prenant a ne pas se

tromper sur les signes).

a) V(=5)2 . d) /2= VD)2 .
b) (\/§ —1)2 e) (B=m)2
c) (\/§ — 2 f) (3—a)? ..
Calcul 5.2 — Transformation d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.
a) (2\/5)2 ........................ e) 3+ \f?)2 - (3- \ﬁ)Q .........
4
b) (24+V5)? f) ( Né) ....................
2
¢) VA+2V3 g) (5_‘/5) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
V3

d) VI1T4+6vV2 ..o h) (V2+V3)2+(V2—V3)2 ...
Avec la méthode de la quantité conjuguée
Calcul 5.3 00
Ecrire les expressions suivantes sans racines carrées au dénominateur.

2 -3 1
A) T €) e e

242 V2-13
b) V21 f V2+4/3

7\/5 AR LLIR R R AL T 3 e
0 V2+V3+5 ) 5+2\/6+5—2x/6‘

—\/5 iy SRR EELLEE LR g AT BT AIA
o V3-V2 ) ( 5v/2 )

IV TS0V AARERREERELLEEE R Bar1)
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Calcul 5.4 0000
Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.
1
L B 3 T
Calculs variés
Calcul 5.5 — Avec une variable. 00
On considere la fonction f qui & z > 1 associe f(z) = Vo — 1.
Pour tout > 1, calculer et simplifier les expressions suivantes.
1 f'(x)
a) f()+ ——= i e e-<T
VI )
f(x+2)_f(x) "
b) ——————< e) flx)+4f" () oo
) ot s ) @At
f(z)
¢) A2 (@) o f) Py e
Calcul 5.6 — Mettre au carré. ]
Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.
a) \/3+\/'—\/3—\/5 ................. b) \/3—2\/§+\/3+2\/§ ..............
Calcul 5.7 — Méli-mélo. 000
Donner une écriture simplifiée des réels suivants.
a) —3_\/3 ........................... d) Be MM
2+V5
3+V5
b) \V/342V2 e) 2 2\/_ ........................
2++2 V2+1
C) A/ f) “In——— ...
22 V21
Calcul 5.8 0000

/ 12 / 12
On note A = §/3+ 9+2—75—\3/—3+ 9+2—75.SimpliﬁerA

On commencera par exprimer A% en fonction de A. .............. . ...

Réponses mélangées

Vi-l meve vz Y2ERoVE o 3EVERVSEVE

T 4 2 b

z(x —2 10

S A A 1+v2 12 9—-—v2 3-2V/2 1 342

CEEYNCES| +v2 3\/_ V2 +v2
50 — 25v/3 13— a —V3+42 127 10 20 VT -2

~(V2+V3)  2v2 \/;T1 14v3  —11+5/6 9+4V5  2V2
%xil —4(x —1)? z—a2 -1 1+vae—1 2—\/'—\/§+%\/6

V15 + V10 — V6 — 2 1+2 1-V10+V15  7-3 1+5 V3
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Fiche de calcul n° 6 PCSI 2 - Lycée Victor Hugo - Besancon

Exponentielle et logarithme

Prérequis
Exponentielle, logarithme.

Logarithmes
Calcul 6.1 0
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
a) Inl6 ...l d) cIn—-—-In- ...l
b) Inb512 ... e) In72—-2In3 ...l
c) In0,125 ..o f) In36 ...
Calcul 6.2 0
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
1
a) In Tg e d) In500 ...
16
b) In(2,25) ..o In— ...
) n( ) 5) e) n 25
c¢) In21+2In14 —3In(0,875) ..... £) In(6,25) ....ooiiiiii
Calcul 6.3 00
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In3 et In 5.
ln}—i-lng—i- —Hn%—&-ln%
5 3 99 TOO 00T
Calcul 6.4 — Logarithme et radicaux. 00
7 1
a) On pose a = — In(3 + 2v/2) — 4In(v/2 + 1). Calculer (1 +v2)? et
) Onpose a = 1 In(3 +2v2) ~ 4ln(v2 + 1) (14 V2 et e
En déduire une écriture simplifiée de o en fonction de In(v/2 —1)........oooiiiiiiii
b) Calculer 3 sachant que In 8 =1In(7 +5v2) + 8In(vV2+ 1) +7In(vV2 —1) ..ooooiviiiiin...
c) Simplifier v = ln((2 + \/3)20> + ln((2 - \/§)2O> ............................................
5+1 5—-1
d) Simplifier 6 = ln<\f2+ ) + ln(\[2 ) ................................................
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Exponentielles

Calcul 6.5 (]

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

) In(e3) .o f) eI
Calcul 6.6 (]

Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.

Etudes de fonctions

Calcul 6.7 — Parité. 00
Etudier la parité des fonctions suivantes.
2021+ =z
: I o

a) e e
b) fo:ix = In(@ 4 V@2 4 1) oo

e — 1
¢) farzr— o= LTI

e’ —e "
d L oy o
Calcul 6.8 — Etude d’une fonction. 000

et _ g%
Soit f:axr— ———.

er + e "
a) Préciser ensemble de définition de cette fonction. ......... ... i i

. fla) + f(b)
b) Montrer que pour tous réels a et bon a f(a+b) = . ...
1+ f(a)f(b)

c) Déterminer la limite de f en 400, ..ottt
d) Déterminer la limite de f en —00. ...
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Calcul 6.9 00

On considere I'application

Rt — >R
| z——s1In(l + ).

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout z € R pour lequel elles sont définies.

a) f(2e" —1) .o d) off(x) =1 oo
b) et @) e) e% ...........................
e) —f(@*—22) ..

Equations, inéquations

Calcul 6.10 000

Résoudre les équations et inéquations suivantes (d’inconnue z).

xr — 61

Réponses mélangées

1 1
8 1%} —2In5+4In2 ok 3In5+2In2 —2In2—-2Inb —3 2
n
1 1 In12 —-13 —-v2 2
— —1n2 T > ni2+5 3 3 In |z —1| T > - 2In2+2In3
9 2 33 2 . ) e
1 In2 - -1 > —— — 1 r i i
z+In 0 5 7 x 1 T2 (1+x) impaire
1 e’
—In3—-2In2 = -2 impaire -1 In3+111In2 R
3 P . vi+zx
2In5—-2In2 -1 1 3In2 3 z €10,1] 0 impaire 4In2
2
2In3 —2In?2 e 174+ 12v2 ~31n2 9In2 impaire §5 In(v2 1)
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Fiche n° 5. Racines carrées

Réponses
da)ooooooon 1 —
5.1 a) 5.3 a) 2—[—\/5—1—5\/6 5.5 C) e 1+vr—1
BB T
55d) . i =
5.3b) .. 3—-2V2 20 —1
5.1C) i, —V3+42
5.3¢). ... 1-VIO+VIs| . z(z - 2)
51d).....ccoiiiinnn. VT -2 Be) (z— vz -1
5.3d).... ’\/ﬁ+\/ﬁ*\/6*2‘
Bale) oo 5
5.56) —4(z — 1)
BL) . 3—al] B3 ~(V2+V3) i
B6A). o V2
Be28) it 5.3 1) 3+V2+V3+ V6
' 2 5.6b) ... 2V2
5.2b) .o 94 4v5
5.38) i 22 5.7a) .. —11+5v5
52 6)1rrrororrooooon
53h) ... 50-25v3|  B.7TbB).. 1+2
5.2d) . 3+V2
V2+2-V6| 57 1+ V2
5.2€). .. 127 B ) 1+ V2
5.2 6) i BIA)
5.5a) i,
10 va—1 B.T€) 1+vV5
5.28) i 9 — 3\/5
5.5b)............ -2 -1 5.7F) o In(1+v2)
5.20) i
BB Lt
Corrigés
5.1 a) Quand a est un réel positif, v/a est le nombre positif dont le carré vaut a donc /(—52) =5
5.1 f) On trouve |3 — al, c’est-a-dire 3—asia<3eta—3sia>3.
5.2 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :
Va+2v/3=V1+2V3+3=1/(1+v3)2 =1+ V3.
5.3 a) On calcule :
2-v3_2-V3 " 2-v2_ (2-V3)(2-V2)
24+vV2  24+V2 2-vV2  (2+V2)(2-V2)
_(2=-V3)2-v2)  4-2V2-2V3+6
B 22 —2 - 2
=2-V2-V3+ %\/6.
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1 ona:
14+vV2+V3 '

1 1-(V2+V3) 1-(V24V3)  v2+v3-1

S (VY R R (VY)Y (S (V- RV ) O OV SV E R B

5.4 On pose A :=

Ainsi, la technique de la « quantité conjuguée » n’est pas suffisante ici; mais on peut la réappliquer. On a

(V2+v3-1)(4-2V6)  4v2-4v3+4v3-6v2-4+2V6 _2v2+4-2V6 _ v2+2-6
(4+2V6)(4—2v6) 16 — 24 h 8 - 4 ‘

1 _ V2426
1+v2+V3 4

Remarque : on pouvait aussi faire un autre type de quantité conjuguée :

1 1+v2-43 _1+v2-V3_ v2+2-V6

1+vV2+V3  (1+v2+V3)(1+v2— V3) 2v2 4

Ainsi, on a : ce qu’on cherchait.

(\/3+\/Sf\/3f\/5)2:3+\/572\/3+\/5 3—-vV5+3-vV5=6-2V/9—-5=6-2V4=6—4=2.

De plus, \/3+\[7\/37\/520,d0nc \/3+\f7\/37\/5:\/§.

5.8 Appelons A ce nombre barbare, et écrivons-le A = o — 8 en posant

3 / 125 3 / 125

Plutot que de se lancer dans des choses compliquées, calculons A® A laide de Pidentité remarquable. On a

A® =a® —3a°8+3a8° — 8% =o® — B° — 3a8(a — B)

125 125
A3 =6—-3A4°3 i _ 229
6—3 <3+ 9+ 27)( 34+4/9+ 27)

d’ott finalement A® = 6 — 54, ce qui est équivalent & (A — 1)(A® + A + 6) = 0 en observant que 1 est racine évidente de
’équation t* + 5t — 6 = 0 d’inconnue ¢, puis finalement 1 est 'unique racine réelle de cette équation, et donc A = 1.

ce qui donne
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Fiche n° 6. Exponentielle et logarithme

Réponses

6.2¢) ..., In3+11In2
6.2d)............ 3In5+2In2
6.2¢€).......... —2In5+41In2
6.26) ............ 2In5 — 2In2
6.3 ............ —2In2—-2Inb

25

6.4a)........... Zln(v2-1)

8

6a) i
6.6D). ..
6.6C)......oii —17
6.6d) ...
6.6€). . i
6.65) . . i

6.7b) i
6.7C) e,
6.7d). ...

6.8 8) it
6.8D) ..ot
B.8C) i
6.8 ). i
6.92) . ...
6.9D) . e, fﬂg
6.9¢)....iiiii.. In |z — 1]
1
6.9d)................. T
6.9€) ... (1+x)”
In 12

6.1028).......... > 2 3+5
6.10b)............... z €[0,1]
2

6.10C)...ccoiiii. x> -
1

6.10d).............. r> -0
6.10€).......ocoii
—~13 — /273

6.10f)........... —

6.2 c) On a 0,875 = g donc

In21 +2In14 — 3In(0,875) = (In3+1n7) +2(In2+1In7) — 3(In7 — In8)
=In3+2In34+3x3In2=3In3+11In2.
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6.3 On appelle A ce nombre. On a
A=(In1-In2)+ (In2—-1n3) +--- + (In98 — In99) 4 (In 99 — In 100)

donc en simplifiant les termes deux par deux finalement il reste A = In 1—1n 100, c’est-a-dire A = — In 100 ou 100 = 22 x 52,
d’ott le résultat A = —2(In2 + In5)

On peut écrire plus rigoureusement ce calcul :

99 99
k
A= kg_l In P = kg_l(lnk —In(k+1))

100

99 99 99
=) k=Y I(k+1)=) k- Inj
k=1 k=1 k=1 j=2

en effectuant le changement d’indice j = k + 1 d’ou finalement A =In1 —In100 = —2(In2 + In5).

V2+1

7 7 ) 17
o= 161n(3+2\/§) 4In(V2+1) = 161]r1((1+\/§) )+4ln7\/§+1 = 81n(1+\@)+41n
1 1 25 1 25

+41n = —In = In(v2-1).
1+v2 V241 08 V241 8 ( )

d’ou finalement o = —g In

1
—Inln2 _ (=1)In(In2) — (In?2 -1 _
6.6b) Onae e (In2) s
6.6 e) On a ln( exp(—lneQ)) = 7ln(exp(—lne )) = Z(—Ine’)) = % x (=2)=-1

6.7 a) f1 est définie sur | — 2021, +2021[ qui est symétrique par rapport a 0 et

Vo €] 2021, 42021, f(—a)=lno =@ g, 1 202ld

2021 +o Z2EE - U002l g

6.7 b) OnaVz eR, z<|z|]<+/x2+1donc f2 est définie sur R et pour tout réel z on a

fo(—z) =In(—z +/(—2)? + 1)
=In(—z+22+1)
(—z+ Va2 + 1)(z + VaZ+1)

=In
T+ vVrZ+1
2 2
- + @ +1) =1 ! —fa(z).

n =
T+ vVaZ+1 r+vVaZ+1

6.10 f)  Attention & I’ensemble de définition de ces deux équations...

Pour la premiére équation, on cherche les solutions dans | — oo, —=5[ N (]61, +oo[N] — oo, —7[), qui est ’ensemble vide,

donc la premiére équation n’admet aucune solution.

Pour la seconde, on cherche les solutions dans | —oco, —5[N (] — 00, —T7[U]61, +oo[) , 'est-a~dire dans 'intervalle | — oo, —7].

Dans ce cas, un réel z appartenant a | — co, —7][ est solution de I’équation si et seulement si x vérifie z? 4+ 13z — 26 = 0.

—13— /273 R —13 4+ /273
o 2

Or, ce trindbme admet deux racines réelles : 11 = —————— et 2

3 . Seul z1 convient car 1 € | — oo, —7[
et xo ¢ | — 00, —T7].
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