Classe de PSI

Devoir sur table de mathématiques n° 1

jeudi 1¢r octobre 2026
4 heures - 12h45-16h45

= Les téléphones portables, montres connectées et calculatrices
sont interdits.
= Toute communication et tout échange de matériel entre
étudiant-es sont interdits. Les stylos a friction, le correcteur
blanc et le crayon de papier égalemment.
= Traitez les questions dans I'ordre. Vous pouvez laisser un
blanc si vous pensez revenir a la question plus tard.
= Encadrez les réponses au fur et a mesure de la rédaction.
= Sauf indication contraire, une réponse non justifiée ne rap-
porte pas de point.
= Le soin apporté a la rédaction mathématique, a la qualité de
I'orthographe et de la présentation seront pris en compte dans
la notation. lls occasionneront des pénalités pouvant aller jus-
qu'a —10% de la note.
Les défauts suivants seront notamment pris en compte :
» Mauvais usage des connecteurs mathématiques : V, 3 ailleurs
que devant une formule, confusions entre <, =, « donc » etc.
» Mauvais usage des parenthéses dans les formules de mathé-
matiques.
» Soin général : écriture peu lisible, hors des lignes, dans la marge,
ratures.
» Orthographe : majuscules, accents, ponctuation absents, fautes
d’orthographes grossiéres ou trop nombreuses.
» Absence de rédaction : formules déconnectées du raisonne-
ment, absence de connecteurs logiques.
» Abréviations abusives.

[DS n° 1a : Connaissance du cours}

Commencez par traiter les exercices suivants en 2 heures
maximum. Cette partie du devoir sera ramassée a 14h45.

Exercice A

Soit a et b deux constantes réelles.
On consideére les séries :

Su=y h et Y=y o

n=0 n=0 n=0 n=0

1) En utilisant la régle de d’Alembert, (re)démontrer
que la série Y. u, est convergente.
n=0
2) Rappeler sans démonstration la valeur des sommes de
ces 2 séries.

3) Donner la définition du produit de Cauchy de la sé-

rie ). u, par la série > v,.
n=0 n=0

4) Calculer ce produit de Cauchy.
5) Le théoreme des produits de Cauchy s’applique-t-il dans

cecas?
Si oui, que conclut-il ?

Exercice B

1) Rappeler la définition du déterminant de Vandermonde
V(-1,3,0,2).

2) Le calculer d'une premiére maniere.

3) Le calculer d’'une deuxiéme maniére.

Exercice C

1) Enoncer le théoréme d’interpolation de Lagrange.

2) Rappeler de quel espace vectoriel les polynémes inter-
polateurs de Lagrange (L, L, ..., L,) forment une base.
Redémontrer cette affirmation.

On interpole désormais aux points a = —1, b = 0 et
c=1.

3) Donner I'expression factorisée des polyndmes interpola-
teurs de Lagrange aux points a, b, c.

4) Déterminer 'équation y = a x2+ f3 x +y de 'unique pa-
rabole passant par les points A = (—1, 2), B = (0, —1)
et C =(1, 3).

Exercice D

On considére la matrice M =

NN =
—_ O M

1
1| e (R
0

1) a. Montrer que M admet un unique polynéme annula-
teur unitaire, de degré 2.

En utilisant ce polyndme annulateur P, montrer
que M est inversible et calculer M*.

b

c. A l'aide d’une division euclidienne, montrer que
pour tout entier n € IN, il existe des réels a, et b,
tels que

M"=a,M + b, 1.

e

Déterminer ces coefficients a,, et b,,.

2) a. Trouver 2 vecteurs non colinéaires V; et V, appar-
tenant a Ker(M + I3); trouver 1 vecteur non nul V,

appartenant a Ker(M —315).
Indication. En observant les colonnes de certaines matrices, cette
question ne demande pas de résolution de systéme.

b. On pose P la matrice de .#5(IR) dont les trois co-
lonnes sont Vi, V, et V;. Montrer que P est inver-
sible et calculer son inverse par la méthode de Gauss-
Jordan.

Remarque. Si vous avez échoué a la question précédente, vous
pouvez demander au professeur la réponse pour traiter cette ques-
tion.

c. Calculer P! M P. Que remarque-t-on?
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Exercice E

On travaille dans E = R® ot 'on considére les vecteurs :

-1 4 -3 —4
Vi= |3, Vo= |-3|,Vzi=|—4]|,V,=|-7],
4 5 5 9

et la famille & = (v}, V,, V3, V).

1) Sans faire de calcul, peut-on dire si la famille & est
libre ? génératrice de IR®? une base de R®?

2) Calculer le rang de la famille &.
Peut-on trancher les questions non résolues a la question
précédente?

3) Extraire de la famille & une sous-famille libre &’ de
cardinal maximal.

4) Compléter la famille .#’ pour en faire une base de IR.

Exercice F

Soit M € #,,(IK) une matrice triangulaire supérieure par
blocs définie par :

A C .
M—[On B:|’ oUA,B,C e M, (K).

Montrer que M est inversible si et seulement si ses blocs dia-
gonaux le sont.
Préciser son inverse lorsque c’est le cas.

Exercice G

Récitez les développements limités usuels a 'ordre 3.
Vous les organiserez en familles et indiquerez les liens qui les
relient entre eux. Il y en avait 12 sur la feuille de révision.

La suite du devoir doit étre rédigée
sur une copie séparée
(avec sa propre en-téte)
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(DS e 1b : Problémes)

Séries de Bertrand

Probléme 1

L'objectif de cet exercice est de déterminer la nature des sé-
ries de Bertrand :

D=y ——
u, = -
ﬁ J
n>2 =2 n*In"(n)
ol a et 3 sont deux constantes réelles (pouvant étre négatives).

1) Déterminer la nature des séries de Bertrand dans les cas

suivants :
1
a.si(a,B)=(1,—-1): lasérie Z M;
n=2 n
In%(n)

b. si(a,B)=(2,—2): lasérie Z =
n

n=2

c.si(a,p)= (%, 3) : la série Z ﬁs(n);

n=2
Dans les questions suivantes, nous allons traiter le cas géné-
ral en discutant selon les valeurs du couple (a, ).

2) Dans le cas oi @ > 1, montrer que la série Y. u, est
n=2
convergente.

3) Dans le cas ot @ < 1, montrer que la série Y. u, est
n=2
divergente.
4) Dans le cas ot @ = 1 et § < 0, déterminer la nature
de la série Y. u,.
n=2
5) On suppose désormais que a =1 et ff > 0.

a. Par comparaison série-intégrale, encadrer les

sommes partielles S,, de la série Y. u,,.
n=2

b. Calculer l'intégrale suivante :

n n 1
L f(f)dt —L tln—ﬁ(t)df

Indication. On pourra utiliser le changement de variable
x = In(t). Une valeur particuliére de 3 nécessite un traitement
séparé.

c. Conclure quant a la nature de la série > u,,.
n=2

6) Mais au fait... dans quels cas la série Y. u, est-elle gros-
sierement divergente ? n>2

7) Bilan. Donner une condition nécessaire et suffisante

1
simple pour que la série de Bertrand Z—
<y ne In?(n)

soit convergente.

Autour de la série harmonique alternée

Probléme 2

On étudie dans cet exercice la série harmonique alternée :
(_1)n+1
E u, = E —_—
n=1 n=1 n

Tout au long de I'exercice, on notera (S,),>; la suite des
sommes partielles de cette série.

1) Démontrer que la série harmonique alternée est semi-
convergente.

2) a. Pour tout entier k = 1, calculer fol tk1dte.

1
1—(=t)"
# dt

b. En déduireque: Vn=1, S, =
o 1+t

e o1

c. Démontrerque: Vn=1, < .
1+t n+1

0
d. En déduire que la suite (S,),>; converge vers une
intégrale, que 'on calculera.

e. Que vient-on de démontrer ?

A partir de maintenant, on note S la somme de la série har-
monique alternée, et (R,,),>; la suite des restes de cette série.

On cherche a obtenir des développements asymptotiques de
la suite des sommes partielles cette série.

3) Cette question ne nécessite pas de calculs compliqués.

a. En utilisant la définition de la notion de O, démon-
trer que R, = (‘)(%) quand n — oo,
b. En déduire le développement asymptotique suivant :

noc o ayk+l
>, D7 e+ o). (DA,)
k=1 k

n—oQo

Pour affiner le résultat, on commence par démontrer un
lemme. On considére une suite (a,),>; de réels vérifiant les
5 hypotheses suivantes :

H1) Vn=1, a,>0;
(H2) la suite (a,),>; est décroissante;
(H3) la suite (a, —a, 1)1 est décroissante;
HH a, = 0; (H5) Q.41 o An
o0
On définit, pour tout entiern=1: b, = Z (-1 aqy.
k=n+1
On cherche un équivalent de la suite (b,,),,>1-
4) a. Montrer que les réels b,, sont bien définis.
b. Pour tout entier p = 1, démontrer que :

| bapi1 i_ | by, | = Z (1" (a—ags1)-
k=2p+1
En déduire que : | bypi1 } < | by, }

c. On admet que I’on a aussi, pour tout entierp = 0:

\ bopia | - | bapi1 | = —Z (1" (@x — axs1)-

k=2p+2

La suite ( | b, | )n>1 est-elle monotone ?

d. Démontrerque: VYn=1, a1 <2|b,|<a,.
Indication. On utilisera le résultat de la question précédente, et on
commencera par traiter le cas ot n est pair.

an

>

5) a. En appliquant le lemme de la question précédente a
une suite adéquate, déterminer un équivalent simple
du reste R, de la série harmonique alternée.

b. En déduire un développement asymptotique plus
précis que (DA;), avec un reste en o (%)

e. Montrer que : b, ~ (—1)""!
n—,oo
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