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Chapitre 4

Equations différentielles linéaires a
coefficients constants

Une premiére salve de formule en attendant le prochain chapitre!
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I. Equations différentielles linéaires du premier ordre
a coefficients constants.

1) Généralités.
a) Type d’équations a résoudre :

WDéﬁnition : Equa diff linéaire, ler ordre, coeffs constants

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants, d’in-
connue une fonction y, toute équation de la forme :

Vz € R,y (x) + ay(z) = b

ou a et b sont des réels fixés.
L’inconnue y est une fonction qui doit étre dérivable sur R.
Fréquemment, on ne précise pas la variable z (ou ¢, ou...) et on écrit simplement, :

y +ay=1>

Exemples :

» 3y + 2y = 2 est une équation différentielle linéaire du premier ordre & coefficients constants (il suffit
de diviser par 3 pour revenir a la forme ci dessus).

» yy' = 1 n’est pas une équation différentielle linéaire, mais elle est du premier ordre tout de méme.

gf Définition : équation homogéne

On dit que I’équation est homogéne si elle est de la forme

Y +ay=0
Par exemple : 3/ + 2y = 0 est homogeéne et ¢ + 2y — 1 = 0 ne l'est pas...

b) Espace des solutions :

%Theoréme 1 : structure des solutions
Soient a et b réels et soit (E) une équation différentielle de la forme

(E) ¢ +ay=h.
On note (Ej) I'équation homogéne associée :
(Bn) ¢ +ay=0.

Soit y, une solution (quelconque) de 'équation compléte E.
Alors une fonction y est solution de (F) si et seulement si il existe yy, solution de (Ep) telle que pour
tout z € R, y(x) = yn(x) + yp(z).

Autrement dit :
Les solutions de 1’équation (F) sont les fonctions qui s’écrivent comme somme d’une
solution particuliére (y,) et d’une solution de I’équation homogéne.

> Preuve



,OA noter : "UNE" SOLUTION PARTICULIERE, PAS "LA"!

L’énoncer utilise bien article indéfini "une" pour les deux solutions qu’on ajoute. Il faut bien com-
prendre que n’importe quelle solution de I’équation est une solution "particuliére" en soi!

L’astuce sera de chercher des solutions particuliéres sous une forme astucieuse, mais on gardera bien
en téte qu’il y a une infinité de solutions.

c) Plan de résolution :
Le théoréme précédent nous fournit le plan de résolution :

Plan de résolution d’une équation différentielle linéaire du ler ordre :
1 : Mettre 'équation sous la forme y' + ay = b.

: Trouver toutes les solutions de ’équation homogéne.

[\]

3 : Trouver une solution particuliére de I’équation compléte

4 : Conclure en faisant la somme.

2) Détails des étapes.
a) Reésolution de I’équation homogéne :

{@éTheoréme 2 : solutions de I’équation homogéne, ler ordre, coeff constant

Les solutions de I’équation homogéne Ej, : 3y +ay = 0 sont les fonctions pour lesquelles il existe A € R

tel que
YT

> Preuve



Exemples :
1. (By)y —2y=0-:

2. (B2)3y+2y =0:

b) Recherche de solutions particuliéres : cas constant
Pour les équations du type y' + ay = b avec a et b constants, on cherchera une solution particuliére qui
est elle méme constante.

Exemple :
y —2y=3 (E)

c) Recherche de solutions particuliéres : cas de la trigonométrie
On verra dans quelques semaines comment traiter n’importe quel second membre, mais quand celui ci est
une fonction "simple", 'astuce consiste & chercher une solution particuliére "du méme type" que le second
membre.
En particulier si I’équation est de la forme

Y + ay = beos(wz) ou y' + ay = bsin(wz)

avec a et b réels fixés, on cherchera une solution particuliére sous la forme y,(z) = A cos(wz) + Bsin(wz)
avec A et B réels.

Exemple :
Soit I’équation
Y + 4y = 2sin(3x)



3) Probléme de Cauchy

Définition : probléme de Cauchy, condition initiale

On appelle probléme de Cauchy toute équation différentielle associée & une "condition initiale",
c’est & dire une valeur particuliére de la fonction inconnue en un point donnée.

Exemple :

'—3y:2
On cherche a ésode{y
n T résoudr y(0) =3

Ceci est un probléme de Cauchy, avec la condition initiale y(0) = 3.

<Z@‘};}Theox'éme 3 : unicité des solutions au probléme de Cauchy
Pour tout (g, o) € R?, il existe une unique solution f au probléme de Cauchy :

{y'—I—ay =b
y(ro) = yo

> Preuve : La preuve se déduit immédiatement de Pallure des fonctions, toutes de la forme Ae™** + ¢. En
remplacant x par zg on obtient une équation simple qui donne un unique A possible.
<

Exemple :

'—3y=2
Résol { y
e501lvons y(O) -3



I1I. Equations différentielles linéaires du second ordre
a coefficients constants
1) Geénéralités

a) Problématique
On cherche a résoudre des équations du type :

(E):y"+ay +by=c

ol a,b et ¢ sont des constantes réelles.
Le vocabulaire utilisé est le méme que celui des équations du premier ordre. En particulier, on dit que
I’équation est homogéne si ¢ = 0.

b) Plan de résolution

De la méme facon que pour le premier degré, on peut montrer que les solutions s’écrivent comime somme
d’une solution particulieére et d’une solution de ’équation homogeéne.
Le plan de résolution sera donc le méme que pour les équations du premier ordre :

Plan de résolution d’une equation différentielle linéaire du 2e ordre :

: Mettre I’équation sous la forme : 3" + ay’ + by = c.

[N R

: Trouver les solutions de I’équation homogéne.

3 : Trouver une solution particuliere.

4 : Conclure sur les solutions de I’équation de départ.

2) Résolution de I’équation homogéne : " + ay’ + by = 0

a) Principe :
Soit y soit une solution de I’équation, c’est & dire que y est dérivable deux fois et vérifie

(E) :y"(2) + ay'(z) + by(z) =0

L’astuce consiste a se ramener aux équations différentielles du premier degré : soit » € C (pour linstant
quelconque), et écrivons :
y(z)

61”2?

y(z) = Mx)e"™ avec A\(z) =
La fonction A est dérivable deux fois (par quotient de fonctions dérivables), et il vient :

y'(x) = N(2)e™ +ri(z)e’™

D’ou :
N'(z)e™ +rN(x)e™ +r\e™ + r2)\(x)em

e'my()\// +2’I")\,+7“2>\2)

Yy (2)

Ainsi,
y est solution < 3" +ay’ +by =0
SN +2rN + 720 +ae™ (N + 1) F b A =0
SN+ N©2r+a)+ ANr? +ar +b) =0
SN+ N@2r+a)+Ar? +ar+b) =0

La suite consiste & bien choisir le nombre 7....

W Définition : équation caractéristique

On appelle équation caractéristique associée a I’équation y” + ay’ + by = 0 I'équation

rP4+ar+b=0



b) Premier cas : I’équation caractéristique a deux solutions réelles r; et r,

—a+ VA —a— VA
— —_—

Les deux solutions sont 1 = et ry =

Prenons r = r1, donc y(z) = A(x)e™*. En remplagant dans 1’équation, on obtient
y est solution < X' + N(2r; +a) + A(rf +ary +b) =0
—_———

=0
SN +XN(2r1+a)=0
——

=VA
Ainsi, \ est solution de I'¢quation différentielle d’ordre 1 suivante
(E") 1y +(2r1 +a)y=0
On résout cette équation :

y est solution de(E) < X est solution de (E')
& 3C eR/N(z) = Ce VAT

< 3(C, D) € R?/\(z) = _\Cf eVAry p

\,é/ =A
=B

< Ja, f e R/y(x) = Be(~VAtr)z 4 genw

Orr — VA= ZO+VA & —a-VA

2 2 2

Conclusion :

‘y est solution < A, B € R/y : x — Ae™* + Be™*

c) Second cas : une racine double

Le calcul est identique, sauf que cette fois VA =0 et cela donne, en notant r cette racine double, :

y est solution < JA € R/N(z) = A
& 3(A,B) e R?/ANz) = Az + B
< JA,BeR/y(z) = (Ax + B)e'™

d) Dernier cas : deux racines complexes

Ce cas est nettement plus technique. On se présente ici que les grandes lignes.
On rappelle déja les définitions suivantes, qui sont précisées dans le second chapitre sur les complexes :

W Définition : exponentielle complexe
| pour tout z = o+ i € C, on définit e* = e®e” = e*(cos(f) + isin(B))

% Propriété 1 : dérivabilité de ’exponentielle complexe

% Soit z € C. Alors la fonction »x est dérivable de dérivée x — ze*”

_)
— e
Avec ces outils, on fait le méme calcul que pour les racines réelles, et on a :

y est solution < 3C, D € C,y = Ce™* + De"?*

avec 11 = a+1if et 19 = a—if les racines complexes conjuguées du polynéme caractéristique (qu’on calcule
avec le discriminant...)

Comme les solutions cherchées doivent étre des fonctions & valeurs réelles, on a § = y et on peut montrer
que C = D (c’est un systéme a résoudre un peu long...)

A nouveau en regroupant astucieusement on arrive a

‘y est solution < JA, B € R/y(x) = e**(Acos(Bx) + Bsin(fz)) ‘
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3) Bilan :

a) Solutions de ’équation homogéne :

Le théoréme ci dessous sera utilisé directement, sans avoir & refaire tout le raisonnement de la section
précédente.

%Theoréme 4 : résolution de E} pour une edl du second ordre a coefficients constants

Soit (Ep) : y" + ay’ + by = 0 a résoudre sur R.
Soit (E.) 'équation caractéristique associée :

(E):r®+ar+b=0

Les solutions de ’équation (Ej) dépendent des solutions de (E,) :

» Si F. admet deux racines réelles r; et rq :
y est solution de (E}) si et seulement si

3(A, B) € R? tel que Vz € R, y(z) = Ae"* + Be'®

» Si F. admet une racine double r :
y est solution de (E}) si et seulement si

3(A, B) € R? tel que Vz € R, y(z) = (Az + B)e™
» Si FE. admet deux racines complexes conjuguées de forme algébrique

rm=a-+ifetra=a—1i0:
y est solution de (E}) si et seulement si

3(A, B) € R? tel que Vz € R, y(z) = e*® (A cos(Bz) + Bsin(fz))

b) Recherche de solutions particuliéres :

Comme pour le premier degré, on cherchera une solution particuliére constante si le second membre
est constant, du "meme type" que le second membre si celui-ci est une fonction.
On rencontrera donc essentiellement 4 cas :

gMéthode : SECOND MEMBRE NON CONSTANT : SECOND DEGRE
» si y” + ay’ + by = c ou ¢ est une constante, on cherche une solution particuliére constante.

» 4’ + ay’ + by = ccos(wz) (ou esin(wz) ou la somme de deux termes de ce genre) : on cherche
une solution sous la forme y,(x) = A cos(wx) + psin(wz) avec A et p réels a déterminer.

» 3 +ay +by = P(x), avec b # 0, oit P est un polynome : on cherche les solutions sous la forme
d’un polynome y,(z) = Q(z) de méme degré que P.
» Siy” +ay + by = P(x)e™ avec m € R et P un polynéme, cela va dépendre de m :

(a) si m n’est pas racine de 'équation caractéristiques, on cherche y, sous la forme y,(z) =
Q(x)e™* on @ est un polynome de méme degré que P.

(b) si m est racine simple de ’équation caractéristiques, on cherche y, sous la forme y,(z) =
xQ(x)e™™ on @ est un polynome de méme degré que P.

(c) si m est racine double de 'équation caractéristiques, on cherche y, sous la forme y,(z) =
22Q(x)e™® ou @ est un polynome de méme degré que P.

Notez que cela inclus le cas €™* tout seul, sans polynéme "visible" devant : ¢’est le cas ot P est
la constante égale & 1. On cherchera donc ) constant, c’est & dire y, = Ae™", ou y, = Aze™”

ou Yy, = Az2e™ selon si m est racine ou pas de E,, avec A € R a déterminer.



Exemples :
1. Considérons I’équation :

(Ev) ' —y —2y=

2. On considére un ressort qui exerce sur un solide de masse m une force opposée et proportionnelle a
son allongement :

— 4, B C .
%W i On a choisi ici comme axe des abscisses ’axe sur
} , lequel agit notre ressort, de sorte que 'on a un
B } systéme en une seule dimension.
by w<O La force exercée par le ressort est donc
L
— F = —kZ avec k € R},
‘0
‘ 14 =0 On suppose enfin qu’il n’y a pas de force de frot-
Z tement.

ooz
En appliquant la seconde loi de Newton (Z Fopy = mc‘i), on obtient
P+ R+ F =ma,
ce qui donne, en considérant uniquement 1’axe Ox :

mi = —kx
o  k : : s . cer
En posant wy = —, on obtient que x est solution de ’équation différentielle :
m

' +wiy =0
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3. Considérons maintenant le probléme de Cauchy ci dessous :

(E2) " —2y +2y =2e" avec y(0) =0 et y'(0) =1

Remarque : dans ce probléme de Cauchy, on a cette fois deux conditions initiales. Elles correspondent en
physique, & la donnée de position initiale (y(0)) et de la vitesse initiale (y/(0)).
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Auto Test :

u’est-ce qu'une equation différentielle linéaire du premier ordre & coefficient constant ? Et du second
ordre ?

(O Que dire de 'ensemble des solutions ?

(O Donner la formule pour les solutions des équations homogénes pour le premier ordre.
(O Qu’est ce que I'équation caractéristique ?

(O Donner les formules pour les solutions des équations homogénes pour le second ordre.

(O Comment traiter un second membre constant 7 Et un second membre trigonométrique ?
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