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AUTOUR DU VERRE

I. Modélisation d'un résonateur a quartz

N.B. Aucune connaissance sur les quartz et la piézo-électricité n'est requise pour traiter ce probléme dans lequel les candidats
sont guidés par de nombreuses questions indépendantes et progressives.

Le quartz est une forme particuliére de cristal de silice. Il présente des propriétés physiques trés intéressantes : la piézo-
électricité. Quand on comprime un morceau de quartz dans une direction particuliére, une tension apparait aux bornes du
cristal (cest leffet piézo-électrique).

Réciproquement, quand on applique une tension aux bornes d'un quartz, ce dernier se déforme proportionnellement & la
tension appliquée (cest leffet piézo-électrique inverse). Ainsi, le quartz est trés intéressant pour lélectronique car on parvient
a réaliser des circuits oscillants, & base de résonateur a quartz, trés stables dans le temps. Actuellement, le quartz est remplacé
par certaines céramiques piézo-électriques.

1. Modeles mécanique et électrique du résonateur a quartz.
Un cristal de quartz est taillé sous forme de pastille cylindrique mince.

La base circulaire présente un diamétre d = 1 cm et [épaisseur de la pastille est e = 0,2 mm. Des
électrodes métalliques (en or généralement) sont déposées sur chacune des faces circulaires du quartz (on
suppose que ces faces sont totalement métallisées) (figure 1). On parle d'électrodes de connexion. On a
ainsi réalisé un condensateur plan.

A T9 _—¢q B
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~
v(t)
Figure 1 : schéma d'un quartz alimenté par une tension v(t).

D'un point de vue mécanique, lorsque l'on soumet le disque piézo-électrique a une tension sinusoidale
v(t) = Vj cos wt, il va étre, dans le cadre d'une approximation linéaire, le siége d'une vibration mécanique
sinusoidale sous leffet d'une force extérieure proportionnelle a cette tension.

Modélisation proposée : un élément de masse m du corps piézo-électrique, placé a une distance x de son
point de repos, est soumis aux forces suivantes, toutes orientées selon un axe (Ox) que l'on ne précise pas
it :

e une force de rappel type élastique —kx (k > 0) qui a pour origine la rigidité du matériau,

e des frottements supposés proportionnels a la vitesse et de la forme —h% avec (h > 0),

e une force due a leffet piézo-électrique Bv(t) avec (8 > 0),
e le poids est négligeé.

(a) En appliquant le principe fondamental de la dynamique au petit élément de masse m dans le référentiel
du laboratoire supposé galiléen, établir 'équation différentielle vérifiée par x(t) en supposant que le
mouvement se fasse selon l'axe (Ox).

D'un point de vue électrique, la charge totale g apparaissant sur les électrodes planes a deux origines :
— les deux faces planes du disque forment un condensateur de capacité Cp, d'ot une charge g4(t),
— leffet piézo-électrique provoque l'apparition d'une charge g proportionnelle a x : g2(t) = y.x(t)
avec y constant.
(b) On montre que la capacité d'un condensateur plan vaut C, = % ol S est la surface d'une électrode,
e l'épaisseur du condensateur, g la permittivité du vide (sa valeur est g9 = 8,85.10712 Fm™") et &, une

constante valant pour le quartz e, = 2,3.

e Fstimer alors la capacité Cp appelée capacité de connexion.
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e Quelle est la relation entre la charge g1, la capacité Cp et la tension v(t)?
(c) En reprenant l'équation différentielle obtenue pour x(t), écrire l'équation différentielle vérifiée par la
charge g>(f).
(d) Considérons le circuit représenté sur la figure 2 ci-dessous.

—
Cs
/AR
N
v(t)

Figure 2 : circuit R, L, Cs série.

Montrer que la charge g(t) est équivalente a la charge d'un condensateur de capacité Cs dans le
circuit série R, L, Cs dont la tension aux bornes est v(t). On donnera alors les expressions de R, L et
Cs en fonction de m, h, B, y et k.

2. Etude de l'impédance équivalente du quartz.

Dans cette partie, on néglige la résistance R du quartz. Le schéma électrique simplifié est alors donné sur
la figure 3. Pour les applications numériques, on prendra L = 500 mH, Cs = 0,08 pF et Cp = 8 pF.

A e . B

Figure 3 : modele électrique d'un quartz.
On se placera toujours en régime sinusoidal forcé (les grandeurs dépendront de la pulsation w).
(a) Calculer alors l'impédance complexe du quartz, vue entre les bornes A et B. On écrira sous la forme

o
ZAB__[L] w

a.w w?

7(»_%

ol j est nombre imaginaire pur tel que j* = —1.

On donnera, en fonction de [, Cp et Cs les expressions de a, w(zj et w%.

Montrer aussi que w? > w?.

On pourra admettre les résultats de cette question pour poursuivre la résolution du probléme.

(b) Donner les valeurs numériques des fréquences f, et f. correspondant respectivement aux pulsations wy
et wy.

(c) Etudier le comportement inductif ou capacitif du quartz en fonction de la fréquence. On rappelle qu'un
dipole a un comportement inductif (respectivement capacitif) si la partie imaginaire de son impédance
est positive (respectivement négative).

(d) Tracer lallure de Zag = [Z4p|, module de l'impédance complexe du quartz, en fonction de la fréquence.

3. Etude expérimentale de la résonance d'un quartz.

On veut tracer expérimentalement la courbe donnant l'impédance du quartz en fonction de la fréquence d'ex-
citation. On dispose d'un générateur basses fréquences pouvant délivrer une tension sinusoidale d'amplitude
réglable. Le GBF possede une résistance interne fy.

On dispose d'une résistance R, variable, d'un quartz et d'un oscilloscope.

On réalise alors le montage de la figure 4 suivante.
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Figure 4 : montage expérimental pour l'étude de la résonance du quartz.

a) Calculer le rapport de la tension de sortie v. a celle dentrée v, : H = = en fonction de R, et de Z p.
PP s e v AB

Q9
(b) On choisit, pour chaque fréquence, la résistance R, de telle facon que |H| = 1/2. Que vaut alors le
Q10 module de l'impédance du quartz en fonction de R, ?
(c) Autour du pic de résonance d'intensité situé vers 796 kHz, on mesure une bande passante de 50 Hz.
Quelle est la valeur numérique du facteur de qualité Q du quartz défini comme le rapport de la fréquence
Q11 de résonance a la largeur de la bande passante? Commenter cette valeur. En supposant que le facteur
de qualité soit donné par la relation Q = L—,";ﬁo (wo étant la pulsation de résonance), estimer la valeur

de la résistance R du quartz.

II. Principe d'une montre a quartz :

Une horloge est composée d'un oscillateur plus ou moins stable dans le temps et d'un systéme de comptage des oscillations.
Le quartz utilisé présente une fréquence de résonance de 32768 Hz. Cela signifie que 32768 fois par seconde une impulsion
électrique est émise par le circuit oscillant. Un dispositif électrique doit compter les impulsions.

Ces compteurs fonctionnent dans la technologie binaire (suite de O et de 1). Une impulsion électrique correspond
a la valeur 1. La valeur O correspond a aucun signal électrique.

1. Compteur modulo 2.
Q12 Un tel compteur délivre une impulsion de sortie dés qu'il a compté 2 impulsions a son entrée. St en entrée
d'un tel compteur on envoie le signal a 32768 Hz délivré par le circuit a quartz, quelle est la fréquence du
signal de sortie du compteur modulo 27

2. Succession de compteurs modulo 2.
Q13 Ecrire le nombre 32768 sous la forme 2% ol k est un entier naturel. Combien de compteurs modulo 2 faut-il
alors mettre en cascade pour commander le chiffre des secondes?

CONTINUITES, DISCONTINUITES EN ELECTRICITE

I. Généralités
1. Un circuit électrique comprend un résistor de résistance R, une bobine d'inductance L et un condensateur
de capacité C, toutes constantes.
Expliquez pourquot la tension aux bornes du condensateur et l'intensité du courant dans la bobine sont des
Q14 fonctions continues du temps.
2. Expliquer en détail la méthode a utiliser pour mesurer la résistance interne r d'un générateur de tension
Q15 de force électromotrice £. Quelle valeur obtient-on couramment?
Quelle serait la valeur obtenue si on avait affaire a un générateur idéal de tension? Justifiez.
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Il. Régime sinusoidal forcé

iy

On considere le circuit de la figure 2 (ci-aprés a gauche) alimenté par un générateur de tension alternative
sinusoidale du type e(t) = £ cos wt. On se place ici en régime sinusoidal forcé, on a alors u(t) = U cos(wt + ¢).

uj
L _—rrrr
' i L. .
LR lc
e(t 1() RI| = |uln (1 1@ RI| Jue == Juc
< = T
FIGURE 2 FIGURE 3

1. On associe a e(t), le complexe e(t) = Ee/* et u(t) = U.e/“' & u(t).

Déterminer U'expression de u(t) en fonction de R, L, C, w et e(t).

On pourra faire apparaltre un pont diviseur de tension ou appliquer la loi des nceuds en terme de potentiels
en régime sinusoidal forcé.

2. En déduire U puis U et ¢.

3. Déduire de 1. léquation liant u(f) a e(t), lécrire sous la forme d'un polyndme en jw

Ds(jw)?u(t) + Di(jw)u(t) + Dou(t) = Noe(t)

On donnera l'expression des coefficients constants D,, D1, Dy et Np.

4. En déduire l'équation différentielle liant e(t) et u(t).

[ll. Régime transitoire

1. On considére maintenant le circuit de la figure 3 (ci-dessus a droite) alimenté par un générateur déchelon
dont la tension est e(t) = 0 pour t < 0 et e(t) = E pour t > 0.
A la date t = 0, toutes les grandeurs électriques sont nulles : vy =up =uc=0et iy =ip=ic=0.
Déterminer l'équation différentielle liant uc(t) et e(t), comparez avec celle obtenue en Il. 4. et commenter.
2. Montrer que le type de régime dépend de la valeur de la résistance R, comparée a celle d'une résistance
critique R, dont on donnera l'expression.
L'observation d'oscillations amorties a-t-elle lieu pour R > Re ou pour R < R¢ ? Interprétez physiquement.

3. Donner en les justifiant les valeurs des six grandeurs électriques uy, ug, uc, if, ig et ic a la date t = 0%
puis au bout d'un temps trés long, c'est a dire a la fin du régime transitoire.
On présentera les résultats sous forme d'un tableau.

4. Déterminer l'expression de uc(t) dans le cas o R = R.. On posera wg = \/LL—C

5. Tracer l'allure de la courbe uc(t) dans le cas ol R = R..

IV. Déformation d'un condensateur

On considere un condensateur plan formé de deux plaques de surface S trés grande, séparées par une tranche de
vide d'épaisseur e trés petite de sorte que la capacité du condensateur est C = % oll gy est une constante.

On suppose que l'épaisseur diminue brusquement de e a e’ = £.

Quelles sont dans ce cas les grandeurs électriques (capacité, charge, tension, énergie électrique) encore continues
et par quels ceefficients respectifs sont multipliés les autres?

Justifier quantitativement et interpréter physiquement les réponses.

Fin
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QUARTZ ET ELECTRONIQUE.

I. Modélisation d’'un résonateur a quartz

1. Modéles mécanique et électrique du résonateur a quartz.

(a) On applique le principe fondamental de la dynamique au petit élément de masse m dans le référentiel du
laboratoire supposé galiléen : ma(M|/R¢) =) F et par projection sur U'axe (Ox), d'apres les données

de l'énoncé :

mX = —kx — hx + Bv(t) soit | X + %x + %x = %v(t).
(b) lci, la surface de lélectrode plane est S = JTdT avec d = 1 cm le

diametre et C, = % ~8,0.107 12 F, soit

Co =80 pF | »ou
e | a relation est celle qui lie la charge portée par l'armature positive a o
la tension qui régne entre les plaques d'un condensateur parfait, soit,

comme v(t) est orientée de l'armature négative a l'armature positive,
g1 = C,D.V(t).

(c) L'énoncé donne g; = yx dou x = 12

directement : | G2 + by + qu BVV(T)~

(d) En appliquant une loi des mailles (circuit représenté ci- contre) +q> I —q>
di 492 dqp g
v(t)— RL———L L= 0aveci= < soitv(t) = RZE+ & 2+ 3 Il !

def;z et | g2 + qu + LCS = # . on retrouve le méme tgpe ( A Cs
d'équation différentielle, cela traduit un comportement équi- a
valent. _/

1_ B = |[L=2 v(t)

L m By

Par identification des coefficients, L1T5 = % = (Cs=1 = |Cs= %

R _ h _ h __h
T=1 = R=-L = |R=4

2. Etude de l'impédance équivalente du quartz.

|e

q7 et en reprenant l'‘équation différentielle obtenue en (a), on écrit

(a) En RSF, d'apres la figure de 'énoncé, l'impédance complexe du quartz, vue entre les bornes A et B

. Lep(Litlel)
est Lup = 7o 77+2c,
Zap = e Ul + 7o) _ —LCsw?+1 ] 1 — LCsw?
ZAB = _ = — : -1
o it e LG BT W (G Gl — S
R | 1 Cp+ C
= J wr — _ _ p+Cs
ZAB —[m} _w_gavec O(—Cp—i—CS,wrf LCS et a\/;
wﬂ

i 2 _G+C 1 1 2, 1 2
On a bien Wy = Tetr = I T 15 = Wr + 155 > Wi

(b) Applications numériques : | f, = 52 ~ 800 kHz | et | f, = 5£ =~ 796 kHz.

D{w)

(c) On étudie le signe de X(Zap) = [ﬁ] “L- qui a le signe opposé de M) i on pose N(w) =1— 4%

-

Wa

2
et D(w) =1 — 5. On peut alors dresser le tableau suivant :
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w 0 Wy Wq 400
N(w) | positif | négatif
D(w) | positif | négatif
X(Zag) | négatif |  positif | négatif
Conclusion | capacitif |  inductif |  capacitif
Q34 (d) Pour tracer l'allure de Zag = |Z4p5(f)|, on utilise les considérations suivantes :

e /g tend vers +oco quand f — 0 et quand f — w, :

o /ap=0quand f =1 < f,.

2
11— %\

g

asymptotes verticales.

3. (@) Le montage représenté ci-dessous est un pont diviseur de tension et

035 (b) Quand |H| = o = 112, 0n @ 2R, = R, + Zag|.

Or, Zyg = jZAB est un Lmagmatre pur et R, un réel donc |R, +
Zpgl” =W (R + Zag) + AR, + Zag) = RI + Ziag et |H| =

7

R?
% = R?+Z§B = % — 4R = R’ + ZZB cest a dire pour
Q36 Zag = |Zagl = V3R..

5‘:________________

(c) On détermine Q le facteur de qualité a partir de fy la fréquence

de résonance et Af la bande passante:| Q = Afof = 16000 ce qui est énorme!

D

’ R H v,

Cest pourquoi, en couplant cet oscillateur a un systeme d'horlogerie, la fréquence a laquelle oscillera
le quartz restera quasiment invariable, d'oli une précision remarquable.

R:L_go:157o.

Le compteur délivre une impulsion de sortie dés qu'il a compté 2 impulsions a son entrée, comme on envoie
le signal a f, = 32768 Hz (nombre d'impulsions par seconde) en entrée, la fréquence du signal de sortie

Q37
La relation Q = L—/“?’O donne immédiatement
II. Principe d'une montre a quartz :
1. Compteur modulo 2.
038 est|fs == =16384 Hz.
Q39 2. Succession de compteurs modulo 2.

On cherche k tel que 32768 = 2K «= [n32768 = In2X = kIn2 d'ou | k =

n 32768
n2

=15

On en déduit qu'il faut | 15 compteurs modulo 2| pour obtenir un signal de fréquence 1 Hz, c'est a dire de

période 1 s pour commander le chiffre des secondes.

Lycée Victor Hugo — Besancon
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CONTINUITES, DISCONTINUITES EN ELECTRICITE

|. Généralités

1. La puissance recue par un dip6le, dérivée temporelle de l'énergie qu'il recoit, ne peut étre infinie. Dans le
cas d'un condensateur, Ec(t) = %Cuc(t)2 est l'énergie qu'il contient a l'instant ¢ si la tension a ses bornes
est uc(t). St uc(t) subissait une discontinuité, il en serait de méme pour Ec(t), la puissance serait alors
infinie, ce qui est physiquement impossible. On en déduit que u(f) la tension aux bornes d'un condensateur

Q40 ne peut pas subir de discontinuité.
De méme, l'énergie contenue a l'instant ¢ dans une bobine est E;(f) = %L[Z(t) quand le courant qui la
parcourt est i;(t). Comme E;(t) ne peut pas subir de discontinuité, i;(t) est aussi une fonction continue au

sens mathématique du terme.

2. Les figures suivantes expliquent la méthode de mesure de la résistance interne d'un générateur :

GBF réel ~ Modélisation Thévenin Montage 1 : K ouvert Montage 2 : K fermé
A A A
g B
r r
CGBF on EK) ﬁUo EK D rU R
M AAN\\\N M AAN\\\N AAN\\\N M

On réalise le montage 1. avec R une résistance variable, un interrupteur (ou un simple fil quon branche ou
débranche) et le générateur réel.

Tant que K est ouvert, le générateur ne débite aucun courant et délivre une tension continue de valeur
Up = E que l'on mesure a l'aide d'un voltmétre.

On ferme ensuite K (montage 2.) et on cherche par tatonnement la valeur de R telle que U =~ % Comme

on a un pont diviseur de tension, U = RLHE = RLHUO = % quand R =r.

Il ne reste plus qu'a mesurer R a l'aide d'un ohmmetre. Pour un GBF classique, on obtiendra .

Pour un générateur idéal de tension on devrait avoir car la tension aux bornes du générateur
Q41 U = E — rl doit rester constante pour tout /.

II. Régime sinusoidal forcé.

uy
——— YYY L ®
n L. i
é LR Lc
e(t) 1 R D Zc D u(t) e(t) 1() RI| lur ¢ uc
g ; T
FIGURE 2 FIGURE 3
1. En associant R et C en paralléle, on reconnalt un pont diviseur de tension pour lequel
ZRiic . . . '
Q42 ult) = goezelt) = v ozelt) ob Vi = 7 = g + jCw et Z, = jLw dob
e(t)
U = T TwIR — ICw?
JLw/R — LCw
043 2. En écrivant u(t) = U.e/¥! et e(t) = E,.e/*! déduit |U = £ t
. En écrivan ﬁ—_.e e ﬂ— m-e/“t on en dédui _71+jLw/R—LCw2 e
E E
U=1U| = =
- R+ jlw/R — LCw? w
R+ jlwl w?| \/(1 —LCwZ)ZqL(%)Z
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L
De méme, ¢ = arg(U) = arg(E) — arg(1 + jLw/R — LCw?) soit |tan ¢ = 7/?(1 (ZC 7) or, sing a le
—[Cw
signe opposé de L—‘“ doncsing < Oet|—m < ¢ <0|dot ¢ = —arctanﬁ st w < wy = LLC et
Q=7 —arctanm Slw>wo—\/+—c.

3. De l'équation obtenue au 1. on tire

u()(R+ jlw— RLCw?) = Re(t) = RLC(jw)? u(t) + Ljw)u(t) + Ru(t) = Re(t)

044 soit par identification avec Da(jw)?u(t)+ D1 (jw)u(t)+Dou(t) = Noe(t), | Do = RLC, Dy = L|et| Dy = No = R,
4. Quand on écrit une équation en notation complexe, toute multiplication par jw correspond a une dérivation
temporelle %, une multiplication par (jw)? = —w’ a j—é
Q45 On en déduit qu'en notation réelle Ru(t) + Ld” + RLCd ult) = Re(t) soit encore

dult) 1 du(t) | ult) elt)

2 " RC dr TIc T 1c

[ll. Régime transitoire

1. A partir de t = 0%, on peut écrlre (lot des mailles) £ —u; —uec =0 < E = Ld" + uc avec, d'apres la
loi des neeuds, iy = ir +ic = 4% + Cd“C.

d? 1 d E
Q46 On obtient ainsi directement £ = [ < [ Cd”C] + uc soit TUZC + W% + Z—g =cl
On retrouve la méme équation que dans la question précédente ce qui est parfaitement logique puisqu’il

s'agit de la méme tension prise au méme endroit du méme circuit.

2. L'équation caractéristique associée & cette équation différentielle est x* + %x—i— ﬂ—c = 0 dont le déterminant

est A = # — %4 Le type de régime observé dépend du signe de A. On a par exemple un régime pseudo
périodique caractérisé par des oscillations

1 /L
- 1 4
Q47 SLA<O<:>R2—C2>E<:> R>§ E:RC
En effet, st R est grand, a la limite infini, le résistor est équivalent a un interrupteur ouvert et le circuit se
Q48 résume a un circuit LC, c'est a dire sans élément dissipatif, on a alors un régime harmonique.

3. Représentons le circuit équivalent a t = 0" en respectant la continuité de i; et celle de ue puis le circuit
au bout d'un temps infini, le condensateur est alors équivalent a un interrupteur ouvert et la bobine a un

interrupteur fermé :
uy ur

_'>__/ —
‘" L (R ic| ‘" L g ic
(1) 1() R u ur  C | uc (1) TC) R u ug CW uc
at=0" at— oo
049 On en dédutit, directement :
up | Uc | UR i lc IR
t=0"| E| O 0 0 0 0
t—o0| O| E| E |EIR| 0| EIR

4. Dans le cas d'un régime critique (R = R, facteur de qualité Q = %) l'équation différentielle prend la forme
e+ 2wy + tc + w%uc = wée( ) = wOE pour t > 0.
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La solution est de la forme uc(t) = (A + Bt). exp —wpt + E (solution de l'équation homogéne + solution
particuliere).
On détermine les constantes d'intégration en utilisant les conditions initiales, uc(0") =0 = (A4+0).1+E =
0=A=—-E.

De méme, dud—ct = B.em“! — wy(A + Bt).e " + 0 et

at=0" [d“dct()] = [C(gﬂ =B — wiA= B = wA=—wyE.
0

Finalement, |uc(t) = E[1 — (1 + wot).e” "]

. Dans le cas ou R = R, on assiste a un régime transitoire du type critique caractérisé par une durée courte

et sans oscltlatloanl.

La tangente a l'orlgéne est nulle car i¢(0") =0 = C%(O*), puis uc tend rapidement vers uc(oo) = E.

0 t

. On donne C = % Lorsque e passe de e(07) a e(0") = %9(0*), comme S et gy restent constants,

| C(0%) = 2C(07) : discontinuité de C(1) ]

L'énergie électrique E¢ ne peut pas subir de discontinuité (car ddE[C = P la puissance ne peut étre infinie),

on a donc | E£¢(0%) = Ec(07) : continuité de Ec(t) |

On a également E¢ = $Cu% doti Ec(0%) = 3C(0%)us(07) et Ec(07) = 2C(07)uZ(07).
En réinjectant les égalités précédentes, %ZC(O )uC(O+) = % 0 )uZC(O_) soit

) = C(0")uc(0%) = 2C(07)5uc(07) = V2C(0~

uc(0t) = %Uc(o_) - discontinuité de uc(t) |et enfin, g(0™

S

soit [ g(0%) = /2q(07) : discontinuité de g(t).
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